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Zad. 1. Za realnu funkcijuf jedne realne promjenljive zadanu formulom:

a) f(x):= 1 ’_ b) f(x):ZSSinx+2cosx_

3x +\/5+8x— Ax2 2sin X+ 3cos X '

C) f(x):=%x2X+1 1+ X + xInX)

ispitajte  egzistenciju primitivne funkcije, a zatimzratunajte neodmdeni integral
I(x):='|.f(x)dx.
RjeSenje:

a) Funkcijaf(x) je atito elementarna i kao takva neprekidna je na svoimegnom domenu
Dom(f) pa ima tanu primitivnu funkciju i neodréeni integrall na svakom razmak# koji je
podskup skup@om(f), odnosncE < Dom(f).

Treba odreditDom(f)

—4x2+8x+5>0 A 3x++—4x2+8x+5%0

8++v144
X1,2 = 3
_5 B 1
xl—z X, = >
xe[——-

3x +/—4x2 +8x+5%0

x=>0
L5
17713
55
Dom() =x €[5, U (~= >

Uvodenjem smjene:

5
\/—4x2+8x+5=t<z—x)



ima se da je:

25
x?(t* +4) — x(5t2 +8) + (— t? — 5) = 0,0dnosno

4
15t -4
C2t2+4
pa je:
N ey +5_t(5 )—tS 15t> —4]  [5t?+20-5t+4] 24t
SR Rl Al PRI 2(62 + 4) T2+ 4
\/—4x2+8x+5—i
C(t2+4)

15t2 — 12 24t 3(5t* +8t —4)

3 —4x2 +8x +5 = =
X4 —dxt 4 Bx 2@+ 4 T2+ 4 2(62 + 4)
110t(t? + 4) — 2t(5t% — 4) 24t
X == dt = ———dt
2 (t% + 4)? (t% + 4)?
Ima se integral:
I_f 2(t2 + 4) 24t it
— ) 3(5t2 + 8t —4) (t2 + 4)2

t

= 16[ Gersi—nEe+H™

t __A B Ct+D
(5t2+8t—4)(t2+4) (5t—2) (t+2) (t2+4)

/- (5t2 + 8t — 4)(t* + 4)

t=A(t+2)(t*+4)+B(5t—2)(t? +4) + (Ct + D)(5t*> + 8t — 4)

t = A(t3 + 2t? + 4t + 8) + B(5t3 — 2t? + 20t — 8) + C(5t3 + 8t? — 4t) + D(5t? + 8t — 4) (¥)
Iz (*) dobiva se sesistem jedfiaa:

A+5B+5C=0/-4-4A+20B =—20C (1)

2A—2B+8C+5D =0(2)

44+ 20B—4C +8D =1 (3)

1
8A—8B—4D=0/-Z—>2A—ZB=D(4)



UvrStavanjen{1) u(3)i (4) u(2) ima se:

_24C+8D=1}—>D—1—24 3 18
8C+6D=0

=26 624 104~ "6z

Iz (1)i(4)ima se da je:

A_zs _B_13

T 624 "7 624

_16-25.[ dt +16-13j dt 16-18j tdt +16-24f dt
T 624 J5t—2" 624 Jt+2 624 Jt2+4 624 Jt2+4
_25 dt tdt +24f dt

B 5t —2 t+2 t2+4 39) t2+4

=215 z|+ l|t+2| Bl v+ 221 e (t) c
395" n 392 392V \3

I=—

t
39 [51n|5t — 2| +13In|t + 2| — 9In(t? + 4) + 12arctg (E)] +C

Gdje je:
2V5 + 8x — 4x?

I T S

a C proizvoljna realna konstanta.

b) (2sinx+ 3cox# 0

t = tgx
f3$inx+ZcostX=I3th+2dX=dt: dx =(1+tgzx)dx=J'3t+2 d'[2
25sin X +3cos X 2tgx+3 cos x 2t+31+t
dx = dt
(1+1?)

3t+2 dt 10; dt 1%+ 12 5 5 12
= =- +— dt=—n[2t+3+—InV1+t* +—arctgt +C
-[2t+31+t2 13 2+ 3 13 2t 13 | q 13 13 J

I =1—53In |2tgx+3 +123In«/1+tgzx +%X+C gdje je C proizvoljna realna konstanta.




o)f(x) = %xzx“(l + x + xlnx)
Prirodni domen date funkcije je:
Dom(f) ={x €R: x>0}

Funkcija je elementarna pa je neprekidna gdje gefinirana pa, prema tome, ima da)
primitivnu funkciju.

Datu funkciju je mogée napisati u obliku:
flx) = %xzx“x G +1+ lnx) = %xzx” G +1+ lnx) *)
Trazi se (neodieni) integral funkcije (*):

1 1
I=—fx2x+2(—+1+lnx)dx
2 X

Iz iskustva je poznato da se dati integral ne makko rijeSiti primjenom uoldajenih smjena.
MozZe se posmatrati funkcij(x) = x2**2

Prema formuli:dixf(x) = f(x)%[ln |f(x)]] ima se:

g(x) = x2x+2 /ln

In g(x) = In|x?*+?|
Ing(x) = (2x + 2)1 d
ng(x) = (2x nx /dx

:—xg(x) =g(x) [Zlnx +%(2x + 2)] =2g(x) [lnx +1+ %]

d [ 1
—g(x) =2x¥*2|Ilnx + 1 +;]

dx I
podintegralna f—ja
11 1d
2x+2 2x+2
X nx+1+—-|=-—x *
[ xl 2dx )

Sada se prema (*) rjesenje zadatog integrala ldbkge:

1 1
] =— d 2x+2Y — 4 2x+2 I
4.[ (x ) 4x +

I= %xz"” + €| gdje je C proizvoljna realna konstanta.




Zad. 2. Odredite sve racionalne brojeyeza koje su primitivne funkcije realne funkcije

zadane formulomf (x) =+/1+xP , elementarne funkcije. Zatim za jedan (po vlastit@boru)

takavp (- 1<p < 0) naite neodrdeni integral zadane funkcije (ha njenom prirodnom
domenu).

RjeSenje:

a) Funkcijaf(x) se moze napisati kao:

F&) = XL+ 272 ()
iz (*) vidi se da jef (x) oblika:
x™(a + bx™)"

Neodreleni integral binomnog diferencijala se izrazava péumelementarnih funkcija ako je
jedan od brojeva:
m+1 m+1

T, , T+
n n

cio broj.
Prema navedenom razmatraju se tréaja

1. Mley
n

2. r+m—+1€Z
n

3. TeZ
U razmatranom zadatku ima se da je:
m=0,n=p,r=1/2.

Ocigledno je dar ¢ Z, pa se ispituju samo prva dvadsdia:

m+1 1 1
Eleo—-€elop=—€Z,ke’
n p k
L N S I uk PIN kez
4 p 2 - 2 P=ok—1"

Pa je neodi@eni integral funkcijef (x) elementarna funkcija kadazgeoblika:

=% ili oblika h_1’ odnosno kada je p oblika E,gd]e je k proizvoljan cio broj.

i



Izrecunajmo neodréeni integral zadane funkcije (*) za gajp = —% € (—1,0):
11
I=[x°(1+x2)zdx (**)

Kako je O_lll = —2 € Z, to se integral binomnog diferencijala (**) riesawvatenjem smjene:

_1
14+x72 =t?
_1
x2=t*—1]|"?
x=(t?>—-1)"2

dx = —2(t? — 1)732tdt
Sada jednakost (**) postaje:

t2dt
I=—4 |2t -1D)3%dt=-4 | —=
e -y GV
Dobiveni integral je pogodno rijeSiti metodom pgaitie integracije (s ciljiem sniZzavanja stepena
nazivnika):

=l du =1dt d(t? — 1)dt 1
dv=—"2_  ,=Z 213 A - DF|
v (t2 — 1)3 v 2 (t 1) 4(t 1)

t2dt 3
(t2—1)3

I=-—

“*ﬁ*ﬂ(ﬂ—nz)=<t2f1)2‘f(t2—1)2

Iy

de —f<A+B+C+D>dt
=le-D2+102 J\t-12 (t-1) @E+1D? (t+1)
Deriviranjem posljednje jednakosti i izjedtaaanjem koeficijenata uz odgovarégu stepene
dobivenih polinoma odriju se vrijednosti realnih konstanti A, B, C i [2, dne iznose};,——,
1.1 .
- i =, respektivno.
4 4

f f 1 dt
(t—1)2 (t—l) 4 (t+1)2 (t+1)

dt-1 1(dt-1) 1(dt+1) 1[dt+D)
=2 -0z 1) e=» Tl e+x2 1) wrD




1 1

I, =——————In|t — +lmt+1]+C
TG N S o 4"' TG

I = ——t l +C

1T T2 -1 4nt—1 1

Sada se ima:

=+ ——imm[|+c| gdieje C proizvol Ina konstant
= taen i gdje je C proizvoljna realna konstanta.

. . . L / 1 [ Vx
Pricemu je u gornjem rjeSenju= |1 +x 2 = |1+ -

n

Zad. 3. Funkcijag zadana je formulomg (x) = > f 1 +x°tg’t) ot
T o

a) lzracunajte zadani integral, a zatim skicirajte grafilkekcija:

#(x), (191", xCsir ¢ X))

b) Izratunajte povrsinu P(x) ) lika kojeg ograniavaju: grafik zadane funkcij¢g , x— osa i
normale nax—osu u tékama O i M ¢ije su apscise 0 X, respektivna

RjeSenje:
a)
. x2sin’t
sint = u?
X——= cos?t
z cost x? — x%cos?t
2 cos’t =
p(x) = ;f(l + x%tg?t)tdt = dt = ” du cos’t
t->0=>u-0 cost = —>
to-=>u==10(xs0) X
2 dt = ———du
u? + x2
iOO ioo
(x) = Zf x 1 = fo 1 1 p
PO=2) r e 1+2™ T 7] w2 1™
0 0
1 Au+B Cu+D ,
u2+x2 1+ /(u +x)(1+u)

(u? + x2)(1 +u?)
1=(Au+B)1+u?) + (Cu+D)w? +x?)



1=u*(A+C)+u*(B+D)+u(A+Cx*)+ (B + Dx?)
A+C=0 > A=-C (1)

B+D=0 - B=-D(2)

A+Cx?=0 (3)

B+Dx*=1 (4)

UvrStavanjem(1) u(3) imasedajed =0 A C =0.

UvrStavanjem(2) u (4) ima se da je:

1

1
x2—1 x2 -1
Pa je:
+00
()_fo[ 1 L S U
(px—n x2—1u?2+x%2 x2—-11+u? u
0
[+ 00 +00
_2x 1 j du f du p
<P(X)—nx2_1 1+ u? u? + x2 u
0 0
2x 1 7 1 Uy [T
p(x) = — i1 _arctgular —;arctg (;)L) ]
()_Zx 1 @ = _2x 1 n[l 1]_x—1
Plx T x2—112 2xlT max2-1 2 X
px) = zax>0,x#—1

1+x

()_Zx_fo[ L SRS ]d
=T Z—1u+x? x2—11+u2]™
0

— 00

_2x 1 ._fo du f du
(p(x)_nxz—l 1+ u? u? + x2
0 0

1
zax<0,x+1
- X

du

px) = 1

Pa je:

_x2—1=1+x



™) =T

p0) =1

Dom(¢p):Vx €R

Asimptote:

|x|> =0

Nule i znak:

lim
X—00

1+

@(x) =0 — Ne postoji x iz Dom(¢p)

o(x)>0 zaVx €ER

Na slici 1. dat je grafik funkcije (x):

Grafik funkcije @(x)

()b

Slika 1. Grafik funkcijep(x)

fO) = Up()D™! =1+ |x|

Dom(f):Vx €R

lim,__,(1 4+ |x]) = +00 — Ima se prva potencijalna kosa asimptpta= ax + b.



a= lim (@>= lim (l—1>=—1

X——00 X X—=>—00 \ X
b= lim (f(x)—ax) = lim (1-x+x)=1
X—>—00 X—>—00
yy=—x+1
lim,_ (1 + |x]) =+ — Ima se druga potencijalna kosa asimpigta kx + n.

=)

k = lim(
X

X—+400

1

= lim (—+ 1) =1
X—>+00 \X

n= lim (f(x) —kx) = lim (1+x—x) =1

xX—+o0oo xX—+00

Vo =X +1

f(x) =0 - Ne postoji x iz Dom(f)

f(x) >0 zaVx €R

Na slici 2. dat je grafik funkcij¢ (x):

Grafik funkcije f(x)

25F N1

f(x)

LB pm N

05F -

Slika 2. Grafik funkcijef (x)

g(x) =x-sin (p(x) - (1 +x71)

1
_|_
14+ x| x(1+|x])

g(x) = x-sin



|

x+1
x(1+ [x])

g(x):x-sin[

|
x+1
x(1—x)

1

X

g(x) =x-sin[

Zax >0
Zax <0

|

g(x):x-sin[

Dom(g):Vx € R\{0}

lim g(x) =0

gx) = Jim

lim

x—0_

xX—+co
-1

lim g(x) =0 lim g(x) =1

xX——00
gix)=0->x

Grafik funkcije g(x)

Slika 3.



Zax >0

0 b4
X X
P(x)—f (t)dt—fidt—1n|1+t||"
-)? 1+ 0
0 0
P(x) = In|1 + x| = In(1 + x).
Zax <0
X 0
0 0

1
P(x) = fgo(t)dtzfl—_tdt: ~In |1 —¢t]|, = In|1 - x| = In(1 - x)
X

X

Na osnovu razmatranja prethodna dvé&ajla moze se pisati:

|P(x) =In(1+ |x|)|.




J‘l—tCZOSt dt
Zad. 4. Za funkciju f zadanu formulam& (x) = O—n (x20), f(0)= % odredite
X

vrijednost prirodnog brojan tako da f(x) tezi nekoj kona&noj granici razkitoj od nule kad
x - 0, a zatim tako oddenu funkcijuf aproksimirajte u okolini t&e 0O Taylorovim

polinomom drugog stepena i procijenitéinjenu gresku u razmakQ < x < 7—27

RjeSenje:

1- t
sy
%, x=0

Granina vrijednost funkcijgf (x) kadx — 0 se dobiva viSestrukom primjenom L Hospitalovog
pravila:

X
1-cost
J. 2 dt 1 — cosx
lim () = i 0 _|0|_1. T—l' 1—cosx_|0|_1. sinx
xl—%fx A 1ol TS Tt a0 et o _xl—r%n(n+1)x”
_|0|_ 1 . cosx -1|_°O’ S
“lol TRz + Dasoxn 1 5 n=1

Prema tome],irréf(x) je kon&an (i razltit od nule) zan = 1.
X—

UvrStavanjem vrijednosti za n=1, analidi oblik funkcije zadane formulom (4.1) postaje:

Jx-l- cost -

2
fa=4o % (4.2)

x )
1 —
2 x =

Pri ¢emu je funkcijaf (x) neprekidna i u nuli.

Aproksimirajmo funkcijuf (x) zadanu formulom (4.2)Taylorovim polinomom drugog stepena
u okolini tatke 0:



f(x)sz(x):f(o)_l_f( ) +f2('0)

1!
X
1-cost
[t t1-cost
fw-f@ | el [Ptz
def X) — R F X _7_- 0 _|_|_
f(0) = }c—)O x—0 _}cl—r}(l) X —}Cl_r)l% x2 ol
l—cosx 1 1,
'0) = i 2 _i—l' 1—cosx—7x _|0|_1_ sinx—x_|0|_
f1(0) = lim —=~ A 23 ol T¥% T ex ol T
cosx — 1
=lim——=0
x-0 6x

Stoga dobili smo:

f”(o) def 1 f,(X) - f,(O)

x—>0 x—0 ’

Gdje sef’(x) nalazi koriStenjem (poznatih) pravila derivirakgi¢nika funkcija, odnosno:

1—cosx _ jsl' COStdt

X i t?
F100) = -
Sada jef''(0):
1 — cosx j‘l' COStdt )
X - 12 1—cosx _ J-l—COStdt
. xZO -0 . x 0 t? 0
f7(0) = lim x = lim P =5l =

xsinx — 1+ cosx 1—cosx

p) - 2 1 xsinx — 2 + 2cosx 0
— 1 X X — —
= lim 5 —lim 2 == =
x—0 3x 3 x-0 X 0
1 I sinx + xcosx — 2sinx 1 I sinx — xcosx |0|
= —]lm = ——Im——-= |-
3 x>0 4x3 12 x-0 x3 0
1 = cosx — cosx + xsinx 1 sinx 1

:Exlg(l) 3x2 :_%xl—r}?) X :_%
=1




Stoga dobili smo:

£ = 5

Konaino, aproksimacija zadane funkcjjéx), za n=1,Taylorovim polinomom drugog stepena u
okolini tacke 0 data je sa:

N S
Jx) =7 -55%

OstataKTaylorove formule najlakSe se procijeni prema:

R, (x) = f(x) — To(x)

pa je:
IR (| = |f () — T (x0)|=
x1 — cost
o= 1 1,
=| —— —-+-5x
X 2 72
Funkcija:

1- t
o - [

tZ
0

Predstavlja povrSinu lika ograminog grafikom podintegralne funkcije, osom Ox iinadama
0ix , odnosno dobije se ko¥en broj. Procjena greSke se vrSi u razmaltix < g

Prema navedenom:

zax >0, > ——> 400
x



1.6

1.4

t ima se da je:

1
2

A kako je zadata funkcija (4.1) definiranacza 0 i ima vrijednos

G

1

< —
72

1,1,
2 "7

1
2

IR0 < |

22

7

Kako jerr <

1
28"

<

0.0343, odnosndR, (x)|

(5) =
2)?

11
72 4

IR ()| <



