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PREDGOVOR 

. Ova knjigo (zЫrka rijeienih. zodatoka lz DIFERENCIJдLNOO 1 

INТEGRдLNOG RдCUNдFUNKCIJд REдLNE PROMJENUIVE) prilo

go:l{eno је novo'Тt p~ogrcimu nastave iz predm~~to МдТЕМдТIКд Ј ш p.-vu 

go.:linu sfvdijo na Elektrotehnic~om fakultetџ Unlverziteto u Sarajevu. 

Prvo p.:~glovlje: UVOD U VISU REдLNU дNдLIZU (МдТЕМдТIСКU) 
nopisoo ј~ {sostavio) Huse H.Fatki~ (k~ristei!;i literaturu navedenu na kroju 

knJige, а posebno knflgu: Huse Fatklt, .Uvo:l џ.algebru. analiticku geom~~

triju i DI"'CCIizu, Sarajevo, 1972.). 

Drџgo poglavlje: IZVODII DIFERENCIJдLI FUNKCIJд REALNE 

PROMJENLJIVE preplsono је iz knjige: zЬtrka rljeienih zodotako iz 

МдТЕМдТIКЕ 11, 1 dio, Sarajevo. 1973., od autora Huse Н. Fatki= i 

Вehdfe~ д. Мesihovt= ( preptsona је vetina шdokska lz prve g.lave, 

koju је napisoo В.h:lfet д. Мeslhovf6) s tim Sto је redolctor Vinko Dragi- · 

eevl6 lrmtlo neke svoje rijeiene zo:latke (oz:naeene so • ). 

· Trete poalavlje p:-eplsono fe iz: knjige: Huse Н. Fatkli!;'":' Вehdfet 

д. Мellhovtt, z:Ыrka rijeienih шdotoi!D tz: МдТЕМдТIКЕ 11, 1 dfo, Sara

fevo, 1973. (prepisona је :lruga glava, koju је naplsoo Huse H.Fatkl~, 

s tim sto ju Је u cJelinJ p:egledoo ј ukozao na neke Stamparske grelke 

redaktor V .Draalcevt). 

Cet\ll'to IJ»to poglavlje p:episona је lz knjige: V .Dragieevie-H. 

Fatkie - B.Мeslhovit, zЫrka rijeienih zada!'Cika iz МдТЕМдТ/КЕ 11, 

2 dio, Sarajevo, 1973. ~epl$0na је tre= ј eetvrta glavo~ koje је so-
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stovio Вehdzet А. Мesihovif, s tim $to је Huse H.Fat,kif otklonio neke 

Sta1!1fX!rske grel<e, izvrsio korekciju i uvrstio zadatke oznaёene sa + ). 

PrШkom tzЬoro 1 izrade zodatoka vadllo se ra6~1io !fci ~~trka sadrfi 

raznoV(Jne kvalltetne 1 tnstrukttvne %adatke u kofima 6е se osnovnl poj

;n41iYIIa '"''"'• oi:IJII1fl Jre ЬеiЈ• 11шw-tiJ i!M16e po.,.coti. prectz1.ra• 

tt, ~tnltt prtttup:tenlftm 1 prlrodnlfim, rosvl Jetltti nflho.r znaёof i primfe

nu. OЬzirom da Је ЬаЈ "motematlёkf naёln razmfiljonjo" u mnogome do

p-into Ъurnam razvoju tehnickih nauka, to se nfje mc);la izЪjefi neop.l,adna 

strogost izvo:la f p-o:luЬifl~nje, lako, jasno, studentu te!1nfke.matematlka 

nije ctlj wf sredstvo. Zato se nastoja lo SJY.Ijltl potrebna stro;ost izvoda 

koja i• nulna kada se fzn~f damlnja vilo amli%<1 sa zornoltu mzlaganjo 

toko do ~ttolac lto lakle uo!i osnovntt mf10o svakog tretlranog proЬiema. 

Ро provflu, dota su •tolfm rfelenfa %а prvlh nekoliko zadotoka tz 

svake metodsb Jedinke (koja 11'10\JU do p:nluie lao uzor lako treЪa;. т 

pismeno. ћpitu, tzmdfti zadatak)~ zatim su z:a naredne zadatke data rje

Jenja u 10ietoon oЪiiku i, kom~no, doto је nekoliko zadatoka tamo SCI uput- • 

stvima Ш rezultatfma. Zo:latke 10 rezultotfmo treЪa rjelovatl p:»life lzra-

de rijelenlh zadatoka. IЩeleni zadaci fmaju vHestruku kcrist: ёitalac se 

moie da ,upozm 1 fedntm metadO<'I'I rfelovanja, daJe и podstlcaf zo nala

fenje drugog (origl mlnog ) metado ( puta ) • 

Zr.Ьtak 1• potpuno rlfelen oko fe P='tlcrlfeplfen tecx-etslcim oЬfaJnJe

. njem,· oko su lspitane sve qufnostl, fzvriene potrebne dlskusije, sklc:fro• 

ni neophodnl grafici f provfereni doЪivenf rezultatl) prl eemu treЬa nasto

, jotl da м, ip:.k 111 lto mr:rnje rifeёi sve to lskaie (Jto se pastlie kon$tenjem 

osnovnih loglбkih operocfjo 1 osno·,rnih pofmova lz teOflfe skupovo ), 

( 
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Svako kotisna primjedho bi~e nam od koristi z.a poholj!Onje drugo;J izdonjo. 

Pri z.avrfetku rodo Је sje6am onih koji su mi po'ТIЗgoll Pti izrcr.:ljivonju 

i 1i uredJivonju rukopiso ~ Profes<!r' matemotike Vinko Drogicevi ~~ v. fX'ed:lvoc 

ETF-a-U Silriifev~1 pored p~ethod'no mvedene vloge redaktoral svojim sugesti

jomo i primjedЬoma uticoo ·;е da knji~ bude ito;usklodjenljo so fX'OQromo'l1 

lz М::ttematikt~ 1. Profes~ matematike Wr. Mihailo Gali~, v. predavoc ЕТF-о 

u Sarojev11r ~vojim stovovimo о ~oblemima nastave motematike na tehnlckim 

fokultetima 1 uticoo је no mene utom·smisfu 51-о llam1 prilikom p!sonJo~ vlfe 

p:~znje p:)svetio spttcificnoitl.ma mstave matemotlke na tehn. fakultetimo. 

Saradnlci J<i:Jtedre ~о motemotiku ЕТF-а u Sarojevu: dipl.el.inz. Мehmed 

Кa~dzi~1 ~ipl.ffz. Jasminko Jsneiragit,dlpbliz. Bi\Jana Gakovit1 dipl. 

mot. Mil,пko Pikulo1 dipl.el.ini. Fucr.:l ~hmedovi~, dlpl.el.ini.Adnan 

Kulenovl~ 1 profesor motemotike Rџdolf Rajnpreht, dipl.el.inz. Kemo Soko·· 

lijo 1 te studenti ЕТF-а (demol'l!ltratori) Vezuv Vt.WJi~ 1 Enver Jamok, doli 

su ml niz St.WJestljo 1 koje som korisHo ~ilikorn korekcije 1 redlgovanja ruko

piso. 

Цublnko Bojf~~ u ielji d:. ovo djelo :Sto prije izidje. p·euzela је n::1 

se s veliklm morom i razumijevonjem lektiranje teksta 1 crtanje izvjesnih 

sliЩr r plsonjel nekih o:fjeiJako 1 I'IQ stroju. 

<Aoblto hvola zoslufuJu tokodfe: Referent za izdovocku djelatnost ETF-a 

u Sorojevu Olga Salihovi~1 tehnicki urednik Emir Prohr~ t Stj~n Bzik 

te <noЬije Itamp:Jrlje JRCE-ETF Sorafevo. 

Napominjem dil sam se prilikom pistilnjo, rukovodio iskustvom, $te-
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cenim: ro:!eti kco pro!esor motematike nc1 nekfm srednfim skoloma u Soro

jevu, koo vanjtkf sorodnik Pгiгodnomotemotlёko; rakulte/'0 u Sarojevu i 

i:zvode~i vjefЬe i p~dovanjo iz Motematike 1 i 11 nc1 Elektrotehnicko"" 

fakultetu u Sarofevu. 

U So:"Ojevu, aygusto 1973. Huse Н. Falkit: 

. .. 
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PREGLED OZ NAKA (SIMBOLA) 

1 о zrgcenje nekih simbolo 

Simbol Up:)treЬa Zn:scenje 

! ... } { о,Ь, с, ••• } skup(kojeg cine elementi а,Ь,с, •.• ) ..... 
е xes х је element o;l (skupa) S 

• х fj.s х nife element od S (/; 

1: н ili {1 1) {xes:P(x)f skup :wlh :с iz S koji im::~ ju svojstvo Р 

<;; Ac;;;;s А је podskup od S 

с A<=s А је pravl po:!skup od S 

0 ~ pi'OZICI n skup 

u AUB unija skupo..a А i В 
n АПВ p-esfek skupova А i В 

' А, в rozlika (diferenclja) skupoii'CI А i В 

х АХВ Dekartov prolz:vod skupo\111 А 1 В 

( t ) (х, у) { ~Кedfen JICir elemergta х i у 
mcka !ICI koordfn:stomo х 1 у 

orb о је djeljivo sa Ь 

l аХь о nlje dfelfivo !iCI Ь 

о gof. kompozicija funkcija F, g (rgfprije 
primijenit t F ро ondcl g ) 

f:A- В funkcija f sa А u В 
.... 

х ... f (х) funkcfja kojo elementu х 
p.-ldruiufe f (х) 

а- Ь о ekviii'CIIentno !iCI Ь 

- А'?/ skup:wl А 1 В su ekvivalentni 

+,о,о', о, 8·0 Oznoke z:o bin:srne operaclje 
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Slmbol UJ»treЬo ZnoC.nJ~.-

"' 
а "; Ь а mCinje Ш jedmko Ь 

< а< ь а је strogo '110nje od Ь 
1 1 lxl Op!oiutno velfcim realnog brojo х 
[ј 

(х] najve& c:ijelo od х1 tj. crko је 

x=ntr. gdje је n-cio brojl 

O"r <: 1, tada је [хј== n • 

(А) ::!1> ~) znak lmplikac:tje. Ako ;е А orda је 

i 6; lz А sliJedl 6~ А је dovoljno 

%<f В, В Је potrebno zo А .. 
(А)~ (В) (А) Је ekvlwlentno sa (В). Ako Је 

(А) ordcr Је 1 (В) i ob!'Citno, crko је 

(В) ordo је i (А). 

v { V а) (а E:S) univerxclni kvantifikcrtor za .swko 
је 

~ koje u S. 

3 ( 3 а) (а E:S) kvantiHkltor egzistenc:lje. Po1toji 

Cl u s. 
л хЛу х. 1 у ~ slmЬol kanjunkclje v 

xVy х 111 у 111 obofe~ simbol dlsjunl«:fJe 

~ 
· (u t\obff•m, lnkluzfvnom emt.lu) 

х~у х 111 у (ne оЬоfе)~ sfmЬol dlsfunkclje 

(u Jcr!em, elakluzlvnom'smlslu) 

1 р' negac 1 Ја suda р~ 

У' ,f' (х) oznoka izvodo funkc.ife У, f(x)~ 
А' komplement skupa. 

·•. 



Simbol 

n 

f 

!1 

UpotreЬa 

. f f(x)d~~; 

~(Е) 

Pn (х) 

nl 

{
{2n)ll 

(2nf:1 )11 

15 

'Zлa!:enje 

Ьiџnivoka koresp:>rdencija 

neodredjeni integrol funkcije f(x) 

1uma (zblr) elemenata а 1 , о2 , ... , а n 

p:oizvod(p.·odukt)a1 о2 .•• onelemenatc 

о1'о2 , .... оп. 

skup vriJedrmtt fvnkcije fna Е, tj. 

skup wlh f(o) zo о Е Е. 

skup svЉ а towlh d(J је f (а)~ Е. 

inverz!"'l fџnkctja od f; element koji 

f prevodt џ У. 

poltпOm stepeм n sa p:omfenljivom х 

prolzvoCJ1.2.3 •.. n 

prolzvod 2.4.6 .•. 2n 

profzvod З .5 • 7 .•• {2n+ 1 ) 

Ь) Slow tc1 lll'alnftn zмl!enfem 

N skup prirodnih· Ьrofew 1 ,2, ••. 

Z skvp =fJelfh brofeva О, 11 -1 1 2. -2
1 
••• 

Q skup rocioмlnih Ьrojeva 

R skup reolnih Ьrofeva 

zn skup cifelih ЬrојеУО. о, t 1 t' .. 'l·n-1 

{ар cip-t · •• atao),;ikoz Ьrоја o
0
+o1n+ ••• +opnP џ n-arnom Ьrojevnom sistemu 

.. 



\о '', 

с) Grcki а lfabet 

А а alfa 1 L io~a р Q ro 

в р Ьеtа к х kop:s ~ (1 sig!#' 

г у gal#' А Л lamЬda .. т '(; IO'tl 

.1. Q delta Mfk mi 
у 

1) ipsilon 

Е Б epsilon N V ni 
ф rp fj 

z .~ zeta з s ksi х l hi 

н ?] eta о о omikron tp 1р psi 

е* teta п~ pi Q (() omeg-:~ 
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UVOD И VISU (REALNU Ј ANALIZU 

1. Rea/ni. brojevi 

2. ·Р о јат funkcije realne promjenlji"ve 

З. Brojni nizovi (sljedovi) 

-'• Graniёne vrijednosti funkcija 

5. Neprekidnost funkci,ja 



1 

'<, 
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Glava prva 

UVOD И VISU ANALIZU 

§ 1.1. REALNI BROJEVI 

1.1.1. Radonalnl bгojevi (priгodni broj'evi, raz~omci, negativf'li 

bro)~vf, nula, cЏeli bгojevi i operacije и skupovima 

tih Ьгој'еvа Ј 

@ A.ko је. n piroC/Qn Ьrој cr'o~.жqfi с;(:, i i:zi'Q.жt : 

<%) · n(;r1J ; Ь) ~(п+?) i с) n(Эn
2

~2n-1) 

t3t'Q:iovr:>Jџ pr/ror:lne hro;eJ.e. 
Dokqz. <%) S~ri n i (nr1) sv clvr:, .svкces-ivi7Q priroctnq 

brojQ fX1 jtи:*ln ас1 п;iП morQ h/1/ ctl'e.J'i'v SQ 2. Ne.kQ 7е 1 

nr:,primjer 1 /Jro/ (n r 1) ciJe?'iv sq 2. fi леЈ:Q јг п·п - 2):; 

9'1'/е је .k f>/'1~ "'""~~ fQctQ n r;r?) = n·k. ,Posfe> ie 
n· k pr/~ h.rc/ ( /:Qo prolzvocl q'yq pr/rocinQ hro7q) fo 

zq~ljџёvjemo o'Q 7t! 8"/Vt:lrno · n(rtr'f) l'rirc;qJ:;J17 .Ьrе>ј. 
. 2 

Ь) Dqf/ f.zrQz se ".,о%е nQ_rv~· q o/Jiikv 

л(n- 1)(n+1) 
э 

Brojey/ 11-1! 11 / 17f1 St./ fri lrt.ticcutvnQ ,.oriroo'11Q .6/"О;Ъ .1Х1 

ј~11 or:t o/in Л'!Оrо oifi oJ'if?'iv sq S i q,to 7t1 n+ 1. Ne~ 
jl!! ( n9;>rlmjer) п- 1 - а 1: С gQ'!e је k prl~n Ьсј) 1 f'o/ql<::? 

n (n-1HПr1) = k·!/(Пr 1) 1 
.з 
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li qqf/ izrqz predsfovfj<:j· prirodqn hro;' ( J;Qo prot:Z.и::ю' prirodm'l; 

hro;'e vq). 

с) 1" АЈ=о .s-e џ dq,Ь/77 /zrqzџ .sfqv/ dq z.~ n~. 2-t (1: f'rirodqn 

broj1 f/ n- porqn hro;) clohi;'q .S'e 

2Ј· [.з (2k/ t 2 · 2k-1] =Ј r12 i 2r-'t* -1)· 
2 

j.ri'Qz 12 Ј2 
f 'tk -1 /zrq#lVq ,Prt'roaf;,/'7 /;>!"ОЈ Ј ;er је 1'2k

2 
r ltk 

,Prirodon hroj ( sfe;:u:m prirot:lne>j hro;q 7'е opef f'r/roФn hrojJ 

svmq ,Prirodno9 hro;C, opef ,Prt'roc:letn hroj) уе,// oc:l 1 ( k ;r8 prlrw'oГJ 
hroi i'!' 1 ), ifo znqё/ dq 7~ zq pomo п clq// i:rrqz prirociQn 

.Ьrof. 

2" :Zq П • 2k -1) (k priroФn hro/ ~ 1) 1 c/qf) tzroz l'o!i'fqJ'e 

(2k-1) [э·(2k-tA2(zli-1)-1} (2k-1)(72k:г_8k) _ 
2 = 2 -

= 2k(2/:-.1)(3k-2},.· 

PoSio ;Е~ Ј;~ 1 sђew'ctq .s-џ hroJ'ey/ (2k-1) i (Эk-:2) prlrocrпl 

pq ie Ј qlqk/e Ј / zq пe;x;rno 17 Фfi ;~rqz f'l"t'roq'qп hroj. 

:?_.. АЈ;о J'!!l n mq ko;i' prirodqn hro; ·Ј onc/Q је izro:z 

·n (nr'7) (217 r 1) 

З· Dqf/ ~ hrojer/ :z / 1-' /rrqztmq: 

2-(mrpfs):z; r==(PfS-1)
2

; (m,p,seN)· 

ko/ik:o s-e pr;roctnih hro/erq nr::,lqz/ i:zmea"v р i :z ? . 

R,·ieremet. Uzntno fJro,:rrof;'no clvq priroq'l?l:t hroio: nc;,Prtrry/ffN) 5' 

l. 10. 
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/zmedu hre>jevq 6 i to nq/qze Q'e pr/roctn/ Ьro7bv/ ij 8 r' 9, fj. 
tzrпeclџ pr/rociп/17 .Ьro7fm::;· s i to no/q;z/ se · 10- 6- 7 - .3 f'rti->ocff7Q 

Ьroj:l. AnQ/OIJ!7P. Ј . .t!zrпedџ hro7'evq р / ;z ( /::o;i' Q'V ,Pr/rot:Yп/!) 

I'JQ/Q.ri se опо/i):о priroo'п/h hrDJ~VQ J«>/li:o iz11ot:/ nj;h:;>yq ro.zl/~q 

џrпQn;'ent:;- ;:q 1 Ј f/ ПQ;#:?;~/ se 

p-z-1= [rmfp+.s-) 2
- cpr-.s--1)

2
] -1= m~2(p.;..sJ(rnr1)-2 

f'riroq'mft hrofevc. 

@ Ot::/recllf/ вvе f>r;f.oclne brojem~ n zq /::о~ је : 
$ 17 $ 1 (moo' 7) "). 

R/eienje. /(orlsfe&' re-/qo/je 

4 = h(mot:/ т)}~ Q·C = lн::/(moc!m) :<) 
с е c((mocl m) 

( fq/::ode Q r- с = Ь r с:/ ( mcx:lm Ј) moilmo ptS<:11/: 

О"! S О ( moc/7) Ј О~ ЭЕ 'f ( moc/ 7) 1 $З S. 6 ( mod 7) Ј 

?~ = 1 (mocl7), t/=s G (mocl 'Т), 5 8
s 1 (moct 'Т) Ј 

t' opcfeпlfo Ј 6:2-t'= 'f. (moq' 7) :ZQ k <!' N. Z17c,c/ olq sv brof'eY/ 

:2 Ј .,. Ј s" 8) ... Ј 2k) . • . :ZQ ,ёо;е Ј'е 0'17
-., s= о ( moc/7). 01'0 те 

f ,rec:l;no rjl!!kl?fe J*t~r $1!!: S'/IQ~/ j='l"lrot:tnf bro;' П rnoze I?Q,J::~IS~/ v 
oh/li:u n=2k ili П""'2k+ 7 1 ~с~Ј'е је k е /'1. 

Mec~ttfti:r, ; zq n = 2k , tmQmo 
17 211: 2 )' . 

5 = 5 = (6) = 1fmoo'7), <to,t 7ezo П=2k'f:t 

""17 =- 5:zкr7;;;;;; ""zt ""' . -.~ . 1 
"' - v '"' = 5(mоч 7'/· 

1 Jlicl/ 2) 

о/.4.~о .s-џ ст i 117(#0) ci·•e'l· .Ьrcтev~o"10f;:, rebc,;,.;;. c:r=зf:>(t"!7ocl',ry) 

щ.:rи7е o'q re т. S'Qdrz/ и а so o$.f.o·l.~o/Т1 6. 
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5' Or;tq~qf( qq.? ~K/t~ 
n'- n 

Nql'omмo. jlfozf!J se t:r'o~~97f · 1 obrcrfпq fvro'/7/Q :zq ;::qrne f'l"'/rQdne 

hrojf!Jve ( 17t4',/:q ёi~.-Qc JXlklA!i'r::, fa oi:JJ;:q:tqf,; -ђ'· ne~ .fX*v8i:l Ф!:9:zflf/ 
fvro'n;u: Syq,t!'r/'Q/'7 prii'OQf:rn .6ro;' 17 1 ёtji'j'riroc'n/ Clj~!loo/1 . ов/m 

S<?1770'j9' 17 1 ,;,р/.., ~tџmv 77 1 ,;,.,.,с, о.Мk ::!'~'~. (2"'-1 ) 1 ~ео ~~.~ 1' 1 

(2"- 1) f'I'O~/ .hrojer/. }. · 

7 • Oqlrt!<.l'l/lt' .fvmv prt;.oc-m'h "JekiЬco hroj9 220 , o&-i/'17 ,l,rofq 220. 

То t'<tlo "~'Г,ifl :r• .6ro/ ~е~ / џо~f/ ~~vfe~no .rи;,js;r""' .6,.о~У9 !2!20 

t' .:zez,;. 
~е.sеп;е. Pri!'OQ"17/ o'ftt/toci hrojt:;· 22о ~~ 1

1 
21 ~;, s-, to, 2о1 11, 22, 

;.+1 S51 110 (220-2·1t0-2•2·S5=2·'2·5'·11); 
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njiltoyq i" sЏmQ feo'nqP:, 294'. D/e#oci егеј:;- 281f ;«l./. 1,. 2,
1 

-9~ ?'~ 1"72/ 

(281' .. .:2 • 2 · 71 Ј i n;ihovo 7t:t sџmo J'eclr?q,J::q 220. Prtl"'7fec"'7"~o qtq 

sи ьrojttv/ 220 i'JiiJJ,~· с/У9 broj:l o<:l ,CoJi'f! р ~· f"ct179~ .sum/ 

prirQaln/h ~;;):?cq olrr.дJOI!J, .У) • 

8. !}o):t1sщfi Ф 1е s*"? pr/rqQh/17 h!'OJer9 · ilt!N'klnt:/Cqп. 

Oo,tq:z. Vootmo 1'?79 ):.Q/.:0 rl!fl#): pri1"<:1C9n hroj г;. ех? 109 wё'еп«ј ilro;Q 

п ;:trlllt9t~:tmo ~ JJraj/zq n;~ n r 1 i:;Ь.::1:11"C117j0m Jt!I:WЛioe; tSfil'l7 . 

f'OSfvf'kt::Jм !'l"•,.q::rit"!o / оо! nr 1 nct n r 2. .8џоtи!; ot7 пq~ se ёlhi 
ciQ ее ,.qo~t· v!,.iJ~ о tsft>j Oj't!!f'cx::iJi' Q'oф,.qo/(? ;/eo?i-1/oe ~oft se 

vri/ ~:~z tir;'e q.,-/oye, t:e riOfma ~:r/~ ~ ее fqj l'osi'-'!'9J: ob".r-IQvi 

i т/ Ј9 n~fqv!;"~mo /Ј'Сf~'-'Ј'ц:{/' џv/;lt,k џ IGro/1"1 s.mt8/џ o<;l' ;orlro<:t

i!O"j' itroJ9 Ф f'r/ro<:lпo~ hrojo ~~rocslr.,.Jцt!;· џvlle~ ot?7e nt% r/IJ 

Ј 

.Orojevq. ~· ne/e&tr,Pne ne::hvrJenoe/1 ~ ,nl'irq ( s/tjeciQ Ј o:zmov

j!'mo 99 ~ /:Je-.s~I7Q'ёon (niz) i ,/:qrel'7o .~ l'rJ;-.oolп/17 .61"0Ji!!Po ;П,.:, 

hеsЈ:О/7оёло тпО<:Јо1 #rQ::r ):ој; ne ~- nt~fr::t <::11-v<JO ne'JO <?9 /ZQ 

~:;о::;-~~ prtro<tn~ hro;'q ..,ь,.q::;r/ !'rt/-OФn ,6ro/ 1~/ d::I;J; (,P.I"iroclпM 

bropvq) tir19' rti'e oQ' n Ј mt:? /,/о n J:cl~ peJ:f 1"";~17 hro7: 

Ј) f+ircц;J~:,n hro;' 1? бtр f'!"''ra<:rn/ <:fjlflloC"i1 o~im .S0/'17~9 n 1 ,mr:,,v .rчл;џ n
1 
nt:?~VQ 

se .. &C1vr~e17 ,hrv:'i (по ;:>rit?;~~ 1 ьro;ilvi s, :ЈВЈ f$}6' sџ &'Qyrfie17/). џ t:f9179i'п;~ 

1'1"~ ~~&/'791о ј!! :?с pqrni/7 s. hi'CJii'IQ. #~ftЛ,_, l'fiJe ~епо /'1 '7f:?nje 

о fon1t!! Ф !t · Jil s~p s. ilroJiiY9 ,Co17Qc'<m ,it · fJe.s-J:oi7QCol'7. #7CCz~ ~~ 

19~ ~ ;f' ~,? ~17/ S'Ct~п/ -Orofty/ (t;t):o ~~Ј Yji!oi"'V91't?o 

sч ~ l'fМ~i}. #:!ј~~· .sqYrff•n ,oi"'J; }'«ri"'Q,It:IO f1!1SI2 'JO<=f· Ј 7~sle . 
Н%2 /. ~'!R.J ') . . 

2 • \:2 ·-:- 1_ . /. .лf.7oYV _..",..".r~ei7Qsf f./SJ'Q!70vfe179 је f'0/'170ci.,. 

•!I'Jtf1"0'76'tfti? !"Qt!Џti<?r9. · 
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-~·' 

(!!,)оо.<-с;:щ-';' ао 78 ~Ј;џр rr::n:::tonQrr/1? 61"0/eYQ 9џsf1 t/ q'Q tir!'17er::tv 

SYQ):q .::1'va rqc/oПCl/пQ 6ro7<:; r 1 / rr; t'n?::l ~:~vjel: bqr .l~п rocЮпQ

.Iq!7 broj (ilo ti-r1Q ;щ _po-s-jeq/av c(q t:z/"!er::f'џ ~f~"('~ .t:t'~ ·!'QC:IO~/'JQ · 

hro_li:::r /e.!f/ ЈЈ-~опqбnо 117170f70 f'q<Qtonqll7tl, hro7~~ ). 

Dokoz. #~1:9 7е 179 ?rti-I?Jer Ј r.,. -: r2 ј r1 Ј r3 11 q. Tq~ 7е nq ,t:'rt/<?;e~" 

Qr/fmefiёj:Q ,s-rec(/пq Гt ~ f'2 hr0j S'Q rro~en/rry S'YOf:Sfvol"'l Ј f/· 
r., < IЏ· ;: < r:z i 'опq . је rqc/oпq/Qп hro;' 1 /er _ie !zYeqi;>...,.;> :r:bi"'JQ"Je-,., 

i o'!jet;'ei7Jel17 rqc./o...,.:;>ln/1! bro7ei'Q1 q h~/ i:zmecrv r, / r2 1 је,. iz r:,-r::r::t 
ро :z.q,.Сопц. mr:mofoпift (i:z Ь ;ro с ==> q + Ь > q f с~ 7е 2r1 ..: r., т r~ , f/ 
r, < " 1

; r:z 1 / "//ёпо .:79 7'е r 1 f r 11 < 2r111 ф.Nе vrjeФ' vvje>k : 

r1 rr2 
f1< :г <r.z. 

N<::f,д>orneпq • S'kiJp sqm/lt etJeu'ь /Jro7'e119 v,.Qo9 se !'rof/vпo ј i~џ 
h;h .toj:l Qiyq qje,q hrof:' 1inQ џу;,е~ ti'Qrr70 ~onqfiq". hro/ ыте!/!т 
bre~Jf:vq Ј l'fQpolie. iztri'ff1d'и o!YQ fl'l./вJ~ c;.ijtir·~ hroj:> пе/'779 111j'fi!Q'm:~9 

t!l'lel"7f!!!nlq -foe!c:r 8'~'-';t:'Q• Skt..~p ctjfMl; 6ro7evq ntjil 9'-'~fJ ne<;o <:lt$.J:'!'efqn 

~i:vp. 

P/'e'n<:!Q 7е 6J:t.tp rqcionQ/п/,+ Ьf"'J~Yq 'Јџs/1 mo~e.177o tјщ~ I"QCttП9he 

hro;i!!'ye svмfqi/ џ !7/Z 1 qJ:o -se пе ohQ:z/~rr,o J1Q' o/ihov JIO/"eQi:;;;f; 1 f./
s,tt.tjJ rqeti:Jпq/лlh h!"'Jevq, ~.~:;:q sуџ · :s-vo7't.t '?""sroc'v 1 ,13;,.~ I"'Jedv 

'/zb~JiYe о.l-Ч',Р~Уе, (j"CJ:w=qf/l'rol'lqd/ neki пi'z J:ojl G<:~o!".i"/ sve !'Qoioпq/пe 
61"o;•ve,l). 

(jg;;Dc!;Q:щli Ф ;е .s-,t:vp р svih j'rc.s-lti7 iJroje~ h~М~IiQё9п1 SJ. 

Oo}:qz. /zvefi'cџ tЛ<:Iire1:19n dol:q:z (re<::tvc!/o Q'~ qh<~S...-f:'Ct't.п-r.,)J qq.<-q.:r 

.l::oji " ofl/;;>п;9 n<y /O'jt'O..i:e . .or.-~e,;pe ;Oro.fvvl"f'ea'пccf/ / t$-,<--J1.."5e"',7e 
fl"tf!'<5'~. 

Prefpo.s-f{!fvlmO ~Је $'/:t..lp f' S'VIO f'I"'б".!iiJ f:f'O_Jf:Vq ,l:oпqёqq, lqc/CJ 

mo~ei""Jo oorQ:z:oyq// ?~j:rVQ<;I S v ,";, pi'OS'Iilt .b,~o_l~VQ 2.1 д 1 ~ • • • Ј р 

·-... ...-...... 
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fX:I .co~ii bro7' . .,. 
.{'-=(2·3·S ... ь).Ј.-t. 

8r-от t' -;е pf;.oiS";.· i'l' .r6.Ze17 • Оп "е oёi9/eo'no vecY od svoJ::og ocr· 

ь.,..стеvQ iz sl;:v.co р- { 2, з, 51 · •• 1 .о}'· dQ.t'e "'Q::r:l/c/.f ool rf,·,;t;. :>о 
Qto 7'е 017. ~l"f;>$J. Ј ..to ;Q!QC/ а'9 /',;zyq17 $'1:VД;О р /r'7Q Ьq_,. (с~ ~eaQ'7 

pro$.-1 bro7' Ј S(./oro...tпo ~porovci с/9 .,.е f' .s-t-џp IS' v / 1-Ј. cro.s-·· ., 

broievo. 8!'()ј k Qё,9t;:>c:r_,o nji!!: c?ia?';v лi so fl!!o'r;/".., ~:oro.s"-1/irт br::'e"" 

ir р (О$~~~ те vvi.,(::k ., ) ј Р9 q!::o ;е 017 s-6zeп Ј l:t"!<:/0 /е 

оп cl~fi''r' $с, r.,ek/177 c:lr"'9irr! bro~IТ7 IZIIOJ? _Р . Dof.f? opr oo..s-::}.,·.

bctr 7~-'1 ~:>I"Of>f hl"<>i rrvqп s.~t.tjCQ ~ 1 slo 7е opet џ (:о".,.Ј,.,:;.,:::Ч:::::-, 

SQ pl"e./.po6tf.ovkoJ'1'f. [)qJ:/e ~v - IS"..tt.tp f' s у1;7 pro-s-1/'r OI"'C''!evo * 
Ф11ооqп-: пe/$./il7i'"1l тt~ 1 .Premo ~ome ,G-~,r,,.tq те Jvry6 :rex>O.tt-o. 

11. NCf'!irтoп,}' .ОI"от' .171 џ:zo-j:trrmo .f>I"'$f o$Q $/IQ".I:'i1'7 се' 6rr:пe,•q 1
1 

2, ~ ... 

... , n .,e.s.~ /1ra$f hro7. OoJ:Q:rQ.I/. 

12. А(:о sv ё bi70YI ari..l177e.l,cte or'09reo-i7e а~' С?._.,' •.• Q:_., џ.:ro'>Q....,'">Q 
О/"0$.1.; S'Ci 77 ј аЬФZ"Q"'/ oQ /Ј i d ntitџ v:z9'!6/?1nO o.~o.sJ: (о' -.е 

d/.l:e,.e"ciтC:I IO~"O~f'les;.,e о t-o7o7' .,е. rr•eu5 Ј. 

· S$5S :2222 
2222 + $555 <::r' .. e'тi·v so 'Т. 

14. Z'o c.v-?ee 6."'0.,еу~ Уохе о v/ ~vo.v! : 

q) 4to "В хЬ,;.. clyq СlтеЬ .ь""~;:, o-:1ro? Ь"'о"', ...,.~::.:;.,о "C!;r ··се;> 

:те 1X'I~'7 hro7·. 

Ь) ~to 7..f:. .. ~6·-,.. dvQ c..'7clo 6ro?o -?elX:I.":::J"' Ь'"'С.,·, ~.;·..,џ··~ 

ra;rlt ·~о ?ё пeOQI'Q/7 o"o_i. 
с) Ato 

pi"'O'"z,·oo' ... е о:::Ј-о- b'"':::>i· 

с:Ј Ако 7е .IOI'"O""'··~d тr/ с, је/;;} ,С('\...7:;, Пеуо::>Ј'Qђ !:>/:::;-'; f"-Jif:-·. 
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.zbir 7'е ;k-r*ocle 17eporcn hro1: 

Оо ko .:rCll-/ : 

Do,kq:r. f)okq;z;/ .;v 7t!dnos-olQvпi / s+ёп/ ,- о'о~-=9С:~-#О -fv_,;t:tп/t..• ооо' 

d). f/e'.-t9 .;џ а.~ Ь Ј с fr/ etj~lq hroтi::! ...eQkvo :o'q -re 

q. • Ь • С :::= 2 m t: 1 Ј 'Г"7е 7е 117 CtO 01"0'1; -1-Qo'Q .;џ 

q 1 hJ с nepqrn/ Df'OJev/1 f/ 
а= 2р -1-1 Ј 
6 = 22 +1 =Ф a..r-hr-c=2(P.;-~r-r}r.3= 

с _, 21"' -r 1 " 

15. [)o,J:r:;zq:l-/ Ф :z.hir kYQC'rq.,lq ,;~ v::t"Qe..Ьpni'! ehefђ h!'OJ~ ne 

moiie hi!l _polf>t.tП /:Vqdi"'Q-,1.. 

f)o,l:;.Qr. Ne~q ~;џ f/ hroj'eY! а.-2 1 о. -7 Ј а. r 11 Q f- 2 1 .ktof::l ..,в 

А.= (Cl.-2/f (a.-1/rCl.2<~-(Q.""1/r- {Cl.r'2)~5(q?.r2) 

Pai-,r.o S 1 А 1 ао .h! А hiO f:10."/'t.tn .t::voo'rq-1- 770N:l 5/ (о2"' 2}. 

Hec/Lif/117 Ј -tYQФ<}f/ SV!h c:1jepi, brt:'Ji!Jyq :zqv,..§Qvq1""' sq 1у /;
1 
Э1 е, 5 t' 0 

!'11/f ~~у. о17111'~. Pf"e7'1:1 q W-17 ~q crvq п• ~,.-е ~:vo..,· t:_c.,(• 

~~q....:t oS'9 .5'. .Prerr19 ro,..,.e А лr;е ,ao'7-un .kџqotrq-'. 

16 · Do!:Qzql/ Q'q 6ro7· о.2- 8 ~ire o~;г;r;v S'9 5 ot'o 7i':J ct. oto 
.hro;'. 

(ij) pokozq.i/ ot? se f'Q.:z:fo",qJ: 

21П;'-/; .( . Л/) 
----Ј Пё. 
1'!-П rЗ . 

пе moze sl::rof/1/ С 6ro7//Clc i /~17//ос ,ro:rhf'l7to 17~J'V :zoj:Jq'n;iitin 

r:~;:::lt/oCC1 I'Q;:/iёifin · "с! 1 Ј. 
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RЈ'е$-еГ!/е. ?reffXJoS'~vi;r?o sџ/'rofno Ј fi prer;ю&'/Qvimo dq ее ТQ;r/o
IТ1C!k (dqJI} то~ s-ki'Qh~/. U ./.:;,/77 G'lvcqjџ h/ mo,.qk' ,:co&'/o;t,l/ 

prrro atni hro 7e-v1 р, 2 / r fqkv/ · Ф .re · 
2117-;- 9 == Р2 Ј (pz;&1J peN) 

1't. n ,.. Ј = р,. Ј 

ocl17osnoJ sfqvf:t;;,д51· q'o .,.е :Тп·-1-1 == .SJ 

эst 1- "!'2 1 2.Sr1 .= pr. 

Oo'QvQ'e sltj~c:li c:iq уе . s • 1' ( :t - r) 
1 

f/ 

r== 2Pji + 1 

·8р 

• .,....1 • • t 

P.:;,iJ.o· r f!' N :-'о hl i.:rrqz (2 P!i т- 1) i170/'QQ bili -7e7/v / oS'9 <Ј t' S9 

р, Q// ~rq-z 2,Р~ -1-1== ;з (2о r- .:!...) лtје Чft'fi'v -sc р :rcr p.IJ*1; ;:н,:tv; 
-.. р ' . 

fer- 2~ + f mj'e 1 " fom .s/vCC,Ji..11 pr/roq'qrJ hro;'. DohrYeпq 
koђ+rqr:;l/kcrj'Q Fv~"'dvle t'q~ fvi"'Q'I7/~ qlq/o~ :«:lcio,Z,.(;q. 

18. Nt:./:q -~ ,. == :; (".,е z' n е N )Ј pr/ ёеmџ <1</ m, п re~).!no 
pro;tt: Tqc:!::, 7е r c~rttdimq,lq17 bro7/ qA:o / ·В<?п70 q-ko је п•2~s; 

<Јоје $v р, 2. Э1- О. r::~;el/ .6~.i!-vt: DoJ:_ty-;zqf/. 

ooJ:oz. t• Nekc"l .ft cfq-fo r cl~~/ql? hroт~ ·fj. netf:-9 ;/-t7Q oh/ti: 

,.. ·.,~;: (keN, ~е~} .Тvrc?~ ~ 7е n.::2,o· s7 '<=7е 3'-' 

f' 1 ~ ;so ciJi~J· 61'0J4ovr: 

о?е.!Юое $':;' t?Q:&;vniJ::om ~ok ~1'1'1:1 6ro~"" ~.сл~ 2-t /li s'~; 

t 1 t.1 ~ о Q/7'eli h"?ev/. 



f . ' t" su . ~"-'' . !. ;. Oz'7:>~~77o ;i f- t =с 1 t- џ ... 2 , s = ....". 2 · ,...,qmo ~ <i7tтe ect 

bro7·,.,;f: so ?Oz.;",.,;l::om): 

,." т' 
=-! 

- _ _ј. 1 • 2" Ј"% o"'ktлia , z 6о9 ..l.o'JO $-'о .:rv ..." t n .,.е q-'<v,.,o oru.s-,, т t • •7 

.'l"f!!!!t;,J/VJ?O 0/"0.S.J'~ slt7'e!:/f' 

" ~ n= 2 · 5 ; о, 2 ::Р О е~7е-+· bN~jevi. 

2• Obrc;~no, п е (:q n ,;."о oh ?:#: n а 2 fJ. 5 !i ј С1 2 ~о c/•'t!f '/ hroтt:Jii i 
f1~{;Q -,;,. "' = :; ( m е Z 1 11 Е" 'V) Ј ~ri ёеmџ S'V !71 i n re 1QJt'YI70 

f'1"047f/. /)oJ:ofiimo о'о .,·е г aecimc;IQ,-, ь.о7· . 
.S-'v0~''70 1 

r = .!!!._ = т _ т· 2!i· s~' 
Г'/ 2~'·5 2 -2·"2!·5"·5!1 -

=- .....§__ ($EZ 1 keN) i 
1о* 

r.;ciJe $1710 $'Q * o:zncЮ/1/ bro7' /)+ 2 (ilт'p-r2 r t, rteJJ) џ slvc~Ji..l 
o'o.sv р-о i !f!.""0) 1 q sq .s smo <~~:znoe/fl'bror'm·2 2·5" 

{i1/ m • :i2 · S"· 10t). ()-lџcio ofz'..,eo't·. c:::7q 1е Г а'ес;1'7'1Q~П Ьrо-т: 

Vt:~po,.,.,e179• Do ~· те ; clec:iiТ1o~n hro·i / ~fu t:e I'Qcloi"JQ/qn 

.f;,.or' ;O"'t:"YDro v o'eci17"1Q'Qn hro1' ? 

1.1.2. lracionalni qrojevi (zlatni rez i nesumjerljivost 

dufina, beskona~ni neprekinutl razlomct pre
do~ivanje realnlh brojeva i operacije и skupu 

realnih · brojeva) 

@ :Zod:)n 1е т'rov9oo 6Q .k'o'-e./Qmo ; l 1 (Drqvo<~9k +ovqoo). 

toJ.:-'v с:>'г..Љi?е -1' :t.x::JI:~I,Тekl/ пq cryq аi/е-Ь ро :r_q.fлo7· p,oo',ri!Jii 

(_rlq+пom re:rv- pres7e~v). 
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Rieie"je. :Z'Q,..&I']q .OOo'1eQ G) с/цz/ ,.е. '!оо·.,е.ь o&."z.' 1"':::! о'џа о~е~ 

./.q;;o Ф fe vedi <:/,о .>reo''!fa r:;eo"'e.J.,..,:.,;s.m о"'Осо~.::·о..,о о (:Qe

ome.,Lrtj:S~o sreФi:J9.) tzmeait IТ!OI?.,~ о~:..е Ь ; c·'f е d"'·:Z·~ у-·. 
Џ z. f· r:lцfij Yt:lii 'PI"'..Orc;.,C,, 

О: Х ""'Х: {Cl-.X)J 

9о'Је ,.е. {::: ~;e/t, 'o't.d' Ј х- vec/ оо' o'vo сј' ... е ь ?t::r <::с~е ие otц;i 
poaije7'et7J'cl· · • 

А .co-·.s-c: :rife$/ 7ecii?Clctn9 .х. 2 r qx- oz= 0 ; 

Фbl7Q se Х= ; (W- 1)t:::: 4В2 CZ (б' fqёrю,i"oц do O,C1Q). 

t.J nt::~$e171 $/(.lс07џ 78 ст ;..1 Ј .pq t"n?Qmo 

.., 
..х- г(fi-1) . 

....----:: 
- f :. • .L • / fl ( 1.12 1 ,/';:' ..L.- ...Ј. .. l'cs.ro 7е htporeпџ'fl:o с- v ., .;. 2/ - 2. ур Ј Т'-' se --rVZ .к 

/:om;;frџi4~ oyq-..to : ':Z: .krqfl7je :rQc~ с Qt;J~/ )с-с~ ;{ <::Jer's~ 
se CD..., -f 170 с = v; · · $~ t:fe q'џz АЕ • АО p,""Вt:/$fq vf;~fi 
.fl"'i:lzenџ ci1.1::Z х. 

@Ј Prч~a~vifi 
ГQC!Of!qlon broi 
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1 . 1 
29 =-= ---·' 
.эs · ..as .,~ s 

., 
у, 

'· ~· ··.''.2§ 

'SY9~/ "!!:it:: slvii:,t/ .t'qo ,JI::/fYbli";I7Q Y!'i7~o'"oet I'"С/;&(ол,Јх1 ff · 
АА'о Ьоi (lrqc;t::и10Ьn) v2 f"'"eo'oё!/r?o Ydlrizmh? r<:11tb;n~ 

( heS~0/7Qё/7t'17) оЬ6i~ 

V2= 1r ..:L 
· . 2r - 1 -

2r 

.1 
2r 

O...or '""'?~О1'17°/:' 7е реrtоФС9п ,verl;ln; rqz/cmqk (korYI?Cfskn'v "ct:rlq9q

"lem k1-QQ'r9fne /rQc/oi1Qhcsf/). 

А.-Ф с~'от· !i~ а· f.lt:'SЭ ..,... з r 1±159 
., 10000.0 

of't!:C:l'oё.rrrю nep~Лvftm rq:z/o;n):O;п 
1 
dol!ivt:mю r 

1Гt=Зт. 1 · 

7+ 1 

1Sf _1_ 
fr··· 1 

ptЬiirne sv vl"t'!. 'eo'nos;.; з .:!_=В • з+ 15 ·1: -11 
7 7 1 . 106 ( . '-"• 



@ооФ:zо,.~.,· с;{о sv bro1~vi 
irocio17Q'ni. 
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Dok:Qr. !)ot=o:rl su sW5n/ (ol::o se korл5-""/ o~tЮvno огџ·Ј.".,е.Ј.iё-f:Q 4eo.·el'f70) 

Zofo c!emo cfok<:>щ-7· -!vrll'nJv .zoo-Q-.t,tt;> Sotт7o :i:Q bro.,ere Vэ t. Ьgз 8. 

·1· Pre.~.co.s-/q,":"",a sucro./.лo +т; fi = ; ј !JCI-re б"v ь i 2 relq";vf7o 

proos.+i prii"Q9'n/ Cro7ilr/. 

kYQ'O'r/roqпt"t:m 1 ~ь;\IQ/'710 

·р2 -- -з , OQ'qosno 
!l2 

ОФv-* sв у;'о'/ d~ 7tl .!:> qi!E'.fiYO S9 8 Ј.,: о'о 7е /:>"" ~ l; 1 /: €' N. l\1q 

osпovv -~есп 7.е !Jk 2
- з2. 2 : . ..L7: :t2

• эk~ со :zq-t-ljиJV7el77o dQ 1е 
f /i, cfteJ,.i'y .$'9 8 } $fo f'e l"}em~:Jvcfe ( ОТ'СЈ"fеу/ р t' :f , Оо f'"'eJot::>S'·1r::м::;' 
Sv ~"0' 10~/упо r:JI'O.s-1!' СО ne 1170'JV ,Ь;:.t/ оЬо afi!~~ij.,Q SQ .З) .. 

!)obivenq h::;,n~roCI'ikc:i'7q. Ьo~Y,..v:::Л."..,if!t ~ те s-/vq-rпo VY lrC?C.i0'7QQI7 

D 
2° .Ore-'.co~w~o $vcrofпo ..l.r: !оэ11 d ""' F qctтe sv р t' 2 ref:J,i.fvno 

",.o.s-.,t/ ori"'O'h," cro..,t:vr·· ( ti::r &з.~ 8 > о 1 oq hi !с:7.1 8 1711X!C7Q b;..t.,~ 

eVt:'!"!fVQ/ftQ SOtr7o .t:юzi.t/voп rocioi'1Q·On · .ьrо.,· - rr:;,zt>n;q.f и ~eqo .s-v 

Ьrојл/1: i /'l'?et71/Qc .orif"!oaп/ 6ro7"ev,.) • . Р,.е,.,.,о ae.:i;,.,c:..,;.: 'ooor,J,.,.,.0 

l)okk; сlоьi!г" .s-mo "t::~,. .. ;.;.~eo/108'1 1 J'ril' ;ie 

з.о== э· з ... .а+ 2·2·2 ... 2 t 
~~ 

р .з:г 

i'lo zлаё,' cfa је .s-fyo,.пo (оэо1 8 iroo/oi'JO{O'J hro7'. 

r:i irroz 
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2 +fi f 

1о Ako /zi"Q:r 
Э Ј,--=---

А- VsV2 r7-Vsv2 -7 

'· 

А"= (s\1.2 r7)-з·(VsV2 <~-7)~ V's\1'2-?' -r 

Э Ј 2 3 
+з\ls.rz,.. 7 • ( vstf2 -7)- (sl/2 -т)-

== 1"1 -з (/ so- itS ·А = -11.;- ЗА ili 

А3 + ЗА - 1Ј; =о. 

А 

Grvf'/1$onJ'e!77 o)::moVQ q'cblveп/ .ooli170177 se ,..qs.l.qv.JO' 170 ё'/I'Jioc.e и 

оhнки . 
(А-2}(А2т-2Аr7)-о /rпoirm~, А";"эА-.fЈ; ... 

==А"- 8r ЭА- 6 • (А-2)( A 2 r2ArJ;.)-r З (А-2}-

==(А-2} (А2+2А + 7) ј. 

VfOf"njq ~/')<:lёino '7ie ~ol't'.7e/')<:l :zq : 

А-2 =О 

A2 r2Ar7=o. 

/:z pry~ 7'e<t11oern~ zz't:?z/ Q"o А • 2 1 с7о~ o'rv99 7ео'пqё/'по .'1e.I"J7Q 

r_;C::f1en;'q v s.<-tt,eџ reк~'nt'lt hro7el/9 (rie.:Fen;l:l .s"V. i::<:JrrJo &.t-s17o). 

Pt"emq k177c: of::ll-/ i:zrqz _.-,е rq-c:;oпo 'Qп Ьrот· ( 7'ео'по1:' 76> Ь,rа..,џ 2 1 

q 2 7е kciono'oq h"От). 

Nt:?p<:::u-тџ::f'Jo. D<:> riest::ПJQ .se ~о:;.Ь =ос~: о l:o .s-e t:P+I.:o_,.•e,.,e- Yel!ёi~ 

1'z"q.zq А ;1-/"Qп.sfor/"l?''.s-џ ло .s-l.eo·ec; · r.к:;с/17. 

1 
1 
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!Ј . , -.-~.. • :r ".._._~--- .з,----·-·-

А =VsV-2+7 -vsv.z-7 =Vrtт-V2/-V(V2-0.;= 
= 1+Vi.- (V2 --t}-=2. 

1 .-:: • " 

(Г10"0VIIO .1 VZ l:lf't'!:,JPO~Vk'V oQ .SV fi10Ф(:;or7en/ izi'QZ./ ne~l,'v111). 

1\arisft!.njem L.. ti:tenliJг!9 1 tiтfqmo 

2 v:2-2 v-f ". 2· vf-~-~ -з·w,.. vf 
. (V2rvf-)2~(Vf}~ r 

+ 2V2r\Afr\12-i.€-э·v}-vf ~\5r2\5'-з~_,~,;; 
з - .з -v:г· 

OQ~1e, izrr:;z А _ie s"VON70 ii'Qciol'}q/cli7 Ь!'Ој. 

(}_Ј) Oo~:щf.l· ~·'h' dc:> -,е з ? 12
"" Vn if'ocio"'QQr1 Ь"О!~ а./;:о п е N '7•'-е 

Q.Lb 
kvr:;<:/rq.l lle<:OO ci,.ebQ. ЬrотЬ, 2" сЬ -.е ;r.oc;OI70 ~7 ь~оi 

.7 Q-ь 

~ ,... 

..... 
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24. Do/:q:zqf/ q'q 7е Уп e~je!t' љ· /rocioi7Qhn" hro/ q,to Ј'е 
m) neN. 

. ·'· . . ·"'" :.• 

1.1.3. Euk/idov a/goгitam i s/stemi га~ипапја (bгojni 
slst.emi- numeгacija Ј 

25. 0::1,-er:t/f, · IТQJV~6/ :z~:~jeclnto~/ cl!e!/lel;' hro,Syq 1981 е 878. 

Riesen;e· !:r(N-I'Л7o sv!:ces-/v119 cltjefeл/~ f/ prim;e111mo frv. 
EџJ:/ti::lov qђ01"tl9rr~ :rQ n9fv%e-t?;~ ~~ .zt?Jet;.'n~ erje//lef'CJ 
( c:tje/tO<::J:l - ё1/7,Ооq' Ј mjer~) C1jeJ'h crojevr:, 1 (q ~,.rocft, / Q'V9 

,POii17o.I'J7Q t6-?Ь:Ј qry-t:tl""/t!!!:/7ft:l Ј.: 

1!!181 = Ј78 · 5 'f 91, 

978 = Э1 • .it r t~ 1 

81 ..,. 1't · s r 7 , 

1't = 7 · :z -г а.· 

~7e.:tl';,.;· /'Qzl}ё/f r:::t:t#' 17f.l/t:: o$fqf9./; 7 ~ V.;O/"'QYO ЛC~jllt'!!fk" .19fe':tn/C,t:/ 
c~;•llf•7' hroJevq 1981 1 ~78 1 r,: О (t!.!ll!Jt 1 .178)- 'l'. . 

26. ос~~тi 179Ј".л!!d/ :zqjecl/7;~; ~#kl/ hrojeJIQ t31 / зs. 
~вzџ/f9f. .0(1211 .Э5)r= 1. 

· 27. Do,i:qZQ// ~ :~~:~ sV9...tt' pr,;.or::tn/ hro/ а. F7Ьfе/rпоМ9ёЈ?О 
$Ц о.://'~17/ )'C':rmН7i ot;e;;. /Jroji!Jy/ р, Q;o 1 ci.1/ ... ~ "' 19./:v) of; је 

(Т) {a=ct.f-ettn+ ... .,.cz,.,nPi o~ai <n (#·-qf1 ... 1р-1) 
1 ~ а,.:. <" il. 

Oo/::Qz. St::~ ;:; o:%1'11:fёtmo sve prii'oo'11e .6~'eve .zr::, .koJ<f! У;.јеФ' 
fv~n;9 :t!?Фl'k9. Broj 1 imQ o.ЬIJ',k (7) zr:1 р=о / Cl.0 =1 feje 
1 е м Do/:9ztmo Qf:;> Cl. е i7 =9 (ct r 1 Ј е il. . 



35 

SfvQrno 1 l'!eA:Q hro7' Q. 1iтJcl ohi!J: (Т) 1 fqctq .Ьrо i С q r 1 Ј 1mq 

тeaqi'J r::>o' obf/);<:; 

(1f-Cl.)ra1nr •• · fa.pnP1 (1fC?.o -:::п); 

(1+C?.r)l7 .". ···i-<2pnP1 (1ra.•-n1 1f<2r-:::n); 

(1+Cl2)n2+·" r<2pn~" 1 (1fa"-=1f<:lf=П) 1r<2z-.:n)i 

. 
('/~Qp)nj (1f"4""' 1rQ.1-= ···=1+CZ"_1-n1 1fQ_"-.: n) i 

r('""~ (1fCl. = · · ·== 1-1-ар =п). 

J:)c,kc(ZC?н· smo &'~ео: q~o prlrщп; hroi Q. >1 rmCJ obl!/: (Т) 011ctq 

,· hroi (q r 1) ll779 obl/k (Т) 1 Q ~'-о 1 ,те, obl!:.t (7) fo Ј 

_ра ~r/I"!Ci;ow .mr:ffel"'f7C?I/ё*e iп<:t"'A:c;?"e ~ SY91:; f'-"li-octn/ h!'OJ ,:mq Jx,l"' 

~" ,or/):Qz oh!/#1 СТ), ( fj· N-N). 

lkJJ:9zil"70 ,ь• F'h8fV~f70lltf f'I"!~Z9 (Т). A-to .с/ hro/ Q 1~90 ne;t/ 

<::lrct'7i f'l"!:l:9z, reoi/'170 

а• Ьо f .6rлr;··rb%·гfl i hi*-"(t?t •· · (п-t} Ј .6.t' :;:о. 

Tqq'r:f 6/1 i%fto't"J9ё"'fvc1i" Ql={!tl'f'-'. cfr9nv fX:!GI/~nje .,ea'l79kosf/ sq 

q'ee<f7ai"Т7 ~91'101"7 Ji!!o'I'19A::o.S'.f/ џ (Т) ј 61/о 

#e:::tvhm 1 6r:,"' FФI7 o<:t flil 6!'C7evq Ј"о jiO:/f/vqn ~·mr:m;i" оо' п, f/· 
ао =- h. . 6'9c:r9' 6t' mor9/o 6;r/ 

"'т- Q.'2f7.J. • • ·.;. а."·п~.ь, ... ·· ·"' b.t ·п2 

Оо'9.<"1е l"!с;т t5-f/ (7Cfёr/; dohiV91770 ct, = 6, · 7/1"1"7 ро.т-fvр~Л7 do6/vQI"'?O 

о=:!, t' Cl.i- 6i. (,::'а о, "1, ···Ј.~::~). Clq/:ole Ј cio/:9:z9// .'5"1770 ...,;'!!'::kп~vt:'70.S..t , 

Dn/kQzq '(Т) ,· .,1./П"!е 76- .t,/r,;;.Y/?,'Q · zoe>QJA:q clokr::):zr:,i?Q. 

/1,.1"?oo'l7f!N70. /.11""7/е,;-'о (Т) Оt$е:-т7о 

.. 
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BroJ~Yi ~" 1 •.• , Q.P :rcн•r..1 &е с/!"~ џ.: :r.7ome?ke bl"oJ9 q t' /:Qre se ct;> 

-.i:: Q: /70j'/S'Q'7 Џ 17- Clfq,I'SkO!"f'i bi"''Ji::V/70r17 ,s-.ris;fe".,џ / n S't! :Z,:,Vt!? DO:ZQ 

~t'sl-ei77Q. St:Sfem i!! <::1/.,C,dsl:/ (Ь/Г!Сf/"'/'11) оЈ::о i*.ff ~;,:,1~ 1 ~·;..,.,c;t.,i 
o,i:o 7е 11= 9+1. V t:lec/1"19/170I'f7 S'!Sft!!!l'f7'-1 f't8-'e;.,(J' . 

Q.- Cl.p Q,.P-f.' ' 'Q.1 q.., . 

Speн:n?C;m n- or 1·n 1 n2,.., ofa·Г!r'f·n2 /1<:~. po~z"'fr ctr:;> 7е 

n• (fo)11 , n 2 ={too),., ifQ'. 

!Jl"f::J/ lo .:о>'4' t:e c:/e~~:•f-1 lt:lC .гfо #. SЬcoq 7ft. .!,О./Ј$6'2 /ir/tlf< 61"0-ј?. 

_,. • ros-1- о· to~;--~- а. 1оЈ.;- 5· to2r- 6'· 101-2. 

Nt:? o~I'!OY<.' fY1"<41o/it' "' oYt:~/'17 zQOt?f~v i ~#п/Сt! п"> 1' 1 ·У'!' е /.11 

!"f'iOZt!!t''?o .гЈА:;>А'/ f'NI"'Qin/ bi"'/ q, ti-fn,/JOYof/ (17l.//"''fi!!:I"!Gqr/) f'OI"J?C'dџ 

1iner,q .Ь!"'ОЈ~У9 lr s~"j09 {'? 11 21 • .. , {n-·1} ј. lftXJv.!/'Jo.rf tirlt!!!/70Y'Qn;9 

.r YQ~ fJri!-cн::lf70:J ( q'oke 1 'c/leP.!J) .hroi::, s~ med'v Л"fi>'""#Љ*'nf;e 

l'h9J}q.Eпlji:! ;o~"ol7'9~.s~• t5oyje6o/J41'vo1 fo Yl~eo1 jt:!;r se 1 r<:IO'<../I?Sh 

ope/"QciJ'e l'io"J"" Yl"'i'tf/ f>O'"Or;{"' c::v/or.s-*o;, ZQjOI.$Q v 8'V<:tP>I'f7 e~f<;w-A-t>,.". 

stsfel"''fџ, 

р 
а. ... Q~ + arn.i' ... r- а.,.п 

h- ь~ ". h,nr- ... ". h.zn'> 
.,, 

.~q fв 

ctiob .., ~ r- (сь rcft)l?i' (c1 rq}J)11zi' ... r-
. ·.· 

~Ј,;;: • 
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Ащ~Ъ9qQ .se Yti:t/ Ф se pro/:ryoct ah S'Юq1/ ЛСЈ /771'7t:I:Z-eq/e OS";\:;>#q 

C<.i Ьј .$fo .se moze- џoinif/ ;:;опрсџ :r,6rqj;П/9 e/e/?7enq/Q iz [о, '1) 

2, •.• , 17- 1 ј. ~q.-qt;' fo<:jCJ s-e :z<;> QQto 17 поё//?е- iQ .. Ь/tce ·:zr::; :r.ЬI"Q?'Q -

1:'/ј~ i trтПOZ<'!IN7ff!:.. 

ЕУо ?"Q...t-vi-7 ~ki:ip: .zQ п-е- 'Тi-'1 : 
. ':: :. '?{. 

. ~.~ .. 

+ о 1. :~-
:': 
~ 4 5 б 7 . о 1 2 ·з 4 5 6 7 

о о 1 2 $ 4 5 б 7 О· о о о о о о о о 

1 1 2 -~ 4 ,.t, 5 6 7 .10 1 о 1 2 з 4 5 6 7 
2 2 з 4 5 .. б 7 10 11 2 о 2 4 6 10 12 14 16 
з з 4 5 (i_ 7 10 17 12 3 о з 6 11 14 17 22 25 
4 4 5 б r 10 11 12 13 4 о 4 10 14 20 24 30 34 
5 5 Q 7 о. 17 12 73 14 5 о 5 12 17 24 31 36 4З 
6. б 7 70 1'-1 12 1.3 14 15 6 о б 14 ~2 30 36 44 52 
7 7 ЈР 11 7~ 13 14 15 16 7 о 7 16 25 34 43 52 61 

. ·• 

E/ekfro~..t/ ~~;ц;.;~ri /'Qёџ;:'ЈСЈ'јџ t.J ФjQqeftom (OGiJOV9 Л•2) i " 

. o.t:f9117o.n, (n • 8); q 111/ v c:e,tQqnom (п • to Ј 8). P/v:п;q. fom~ 
hrojeve -lreЩ /l9.,.PI~· ц <:tij~~ Gt8/emv1 -6'1/tof .s' 17JimQ 
.l"t:;cџ/"f9 1 ·f:t9,e l"e:eџ#Qf. Т9/ re:e-v/Гqf ;;rеfУ91'ЏЛ70 '1 '*~s.f'/ 

st'.sfem / z~o о ~opm- -.s'CI!I PrOJV ,.~; 

LJo 9-;or/r/079 Zl:! re!:l:r: tZ dijqt:kictЭ nq q41Q/Л,.<;>,h/ ~.· S9 

d•r::vm<;>/110:J п<;> Фil:fq(':f~/ .6/"'Jf!Y/'7/ "'t.5;kl17 mo%el770 t::hd/' ОУ9..С0: 

Dtjf:?el1j" po/ri?oi'I1Q fr.x)-= o0 -;.Q.1.x.r- ... r Q11.xj ct11 'i' о , f,o~ti-romo!Тf 
pf'vo::; .s-f~j:'enq (.Х-2) svoct/.re /79 щ~·IА;'ЛЈI!> Aro~v9 ь., 611 ·.·Ј 

···1 "п f9kvlt? <=-9 !е f"rx;-ьo rr~-2) (/ц r62Xr···rh11 .кл·; fxe R. 

8). IS'?'orlj'~A:/rvJ JJI"';em/ .rf;r;fcm ј= btb oe~!f!CZif'l79h1:stsfem sf<:frih 

Vc:mif:>I19CQ 1 lcOJY р I79G/Qo (17• Go} 2Ооо <:joqtlп9 .PNJ'III"!9:!i'f!! erf!. 

lf'"7]0Yt ova' sisfen'l9 $9ёvv..,p' 8</ .se ..Уо qQ/7Q.;. ёqs .s-e "'*il:t'l" 17'? 6'0 

mti?vR 1 ~N!J 179 .580 Sft!,Pet?l: 

... 
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ai?'Q'rt:t~ mno:Eeп;t:m ; ц:srortt:!'c:tivr::,r ФJ;?:z:i171c Ф ovOf! "'='· 
flor 17t::I"C vc~ q1/Ct-ff~ 

tli 

bn - 'l". 

L _,., -r-2bA 
џl'/•'f "'-17•1 и 

ь, -·а, r 2Ь2 . 
. n . 

Ь. • а .. r 2ht •Q.., r2a1r ... .r-2 Q 11 

А to ,е ( Cln ~-f •.• а, ао)~ с/1~}:·/ J:W'Ф:r prlf'o<:l'пoэ Di'O 7i:? 

Q. ( Q.i • о tli 1 ) 1 о~ 78 Ьо q/!!kqcl.s,k/ f'l"t'J;:qz .Ј.~ ~ i1.ro7t? а. 

Nqpom~nti77o1• о9 se G'r<;tk/ reo/Q11 hf'o-j moze 179 ~I'J .i, 

sq c:н:tre<t'~n/1"7 lzv:zffff-.kol171 ~~;".; ;Р$/Ј p!"f!e/'6"/qvili kQo Ј"~~с· 

ro:t:/orr-?9tt .$"9 c;?'q~ OS'f'!OYOm/ 7: Z'9 (ff'~Ji) (k-OS'I'IQY9) -r = L ..!:Ц_ +h а,· Е {с, 1,2, ... , к-.,) :zo ti·
1 

ь Clo h/"Q7·. 
. i•'f kt 

28. и decimo/170117 #slttЛ?(J m_,P/.r9ri hf'Oj (107101 ).2 •. 

J:?r'e§fffГJie. kc"•ls+ec5/ Q/gor/..lql77 ;zr::, pl"eJ:/z щ. <:7'!70о'S!Ф!Ј ncr deoimolп/ 
t::JI•/te;~z 6ro19 1 <:l'o6ivo/77o : ( -10 '11 0'1 ) 2 ._. 'tS. '· 

k Q(' b,t-

5 .., 1 -· .... ' ~·~ -· ··---·····-----
4 о 0."'2 • ..,- 2 . *' .......... - ,.,,_ ... 

э 1 "/Ј. 2. 2 .. G' 

2 1 '1+2·5 =1"' 
.., о 0./.2· 1'*' = 22 1 

' 
([}· 1 "+2; ":'? = L..:: i -- _, __ ._ __ ј 
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29. U cti19t:tskoJ77. &'i.sienfџ nQpisr:,f/ .6.roi 17.З · 

RJ~§en;'e· /.s-korislid'emo c:;>~rt~m (nqveae-п и nQpomeni џz :zt::l<::::r'9-

fq,J: 27.). 

ho-C?..o 
2 

L . 01- Q.f . О~<о- Q .. 
., џ2 = 2 ' .•. , ь = 1' " . 1:(-1 2 1 ••• 

#qmq те S'Qtr!f> po:znq,lo ь. .. 173/ q// hroj а.о l'e Ј:l,.Ф ~Q',tft" i..:z 

Оо l Ji!!r f'!' .ао • 0 Ј t:~*o 7i!f. f>o f'91'Qf7 i Cl.o - 1 Ј q):o l'e h,. ne~I'Q/7. 

Op~ifo Jf! Q.(' • с 1 Qko r h~; fXll"Q17 / Qk -11 t?.fo fl! Ь~ ne;::q/"'n . 

. Al~orifc1m se prtt:l:'t"o+:: ~ c:ic:>~/?7Q ~ h111,.1= о 1 ftr 7е ~ 

'lm·H = о Ј р<:~ i ь".,.,.~ -о t'fd. Џ?Zпо 7е l/r::u5,f;. clq F ~ 
(Cl"., ~-1 • • • Clo)2 cltjcpsJ:/ ~qpis hro'j:l Д i qf:?,fA;> а"" ,t-o;~ .s'I?'IO. 

pos-jectr~jf!!Э oc:irt!'c:r'l}' q(l/Qzi nQ f'I'VO m;e>.sio џ r::ltji::lcts,I:Qm :z:r;;pt:tlv. 

ћ'е/'179 fопе im·Qmo : 

1: о 1 2 .з lt 5 8 7 

Ьк 178 8€ ,." 21 10 5 2 1 

Ql; 1 о 1 .1 о '1 о 1 

kt:~,.t'o ·7е Ь.. • 178, fo јв ао •1. Oc:;qYtf~ те h 1 = m;" = сrб' 

f'9 Jf!: а.1• 0 ( ft'r Jil Ь, pCli'Q/1) t'f<:t. ,Лq k/"QJL' :Ј'НЮ clobln' 

L /)7-Q.7 . 1-.1 
t:Je= :z- =т=о 

р:1 se <l/fjcrll<lrrt рrое~'ф / v:r:lf1'1Qj-".,r:5/ z~п;i.' re~,t (џ r;orпjoj ~Ьв/r) 
$ фsnq 17t:lf и;;е)'О o'ohiYQ/"170 "/'78 - ( 10107101 ):z . 

за. /)Qf ~ hroj ( 8((Jf2)~y. (џ .6roji70tr! &;;.S:femџ $Q 0$'1"/0i"OI'?'J f). 

NC!f'iб'Qf/ fjQ v h;/-,qrnol"?7 et8fet.,'!V. 

Rтesea"lt: . Nct?Prlle с!еЛ?О ~· bro_/ l"fQp/sqf/ џ qle.1Q<::rпo".,., .s-ts/emи 
( n=?O) : · 

(ao?:г)lfo -.з·"t.з r о· 't 2r "f· "'fr- 2· .l! "- "/98 = (1Э6')-tо • 

.. 
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- (11ooot1o)2 · 

31. Л/9f'lltqf/ o/"Ci 1.3 (,1 r:~'/qe/SJ:o/'17 $t:Sfemџ Ј 9 bi"'OJ ~ f.l 6rofnom 

SJ$ie177f.l -$Q O$/'IOY'OI'f7 s . 
" .$ tl '! , 

!i'ezvlf9'f· 1.5- (tЭЈ10 -= 1· 2 r 1·2 r о· 2 r 1· 2 - ('1101):; Ј 

f = (1')10 - 't·So..,. ('r)s · 

32. Nq,P~i С/'0,. 185 џ DI"OJII0/17 S'Л.<:fetnv $9 OSПOVQ/17 7. f 6ro·/ 

10101 џ cli?q/.:s~ .stSfel77џ pr/h:lz9f/ џ <::leoimolno/77 •• ~lsfemџ, 

Re~vlf9f· t.is- z.. 7:~.". 5· 7'~ r 2· 7°- (262)7' 
1 

(1CI101)2 - f•2/rf' C·24r1~2:/i- 0•2?~·1·2°= 21. 
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7.1А. Dedekindov presjek, Ьгојпа prava (osa ), 
segmenf, interval, poluinterval·{polu s eg

ment), supremum 1/nfimum skupa) 

33. Zq s'rQki rez (f'rt:s-/ek) џ S'~џрџ .!'QO. br. S'•(A1 8) е Q t':zo 

syr:;,ti ~cior;q/Qп /:Jroi r >О rs-ro,e rqcioi"7Q/п/ hroJeYI 

~ е А t' fJ е lJ ",.,.tvi о'о р r- h -ct. i о9 ct лlје nq;'yeo/ е/е~е-

nf џ А 1 ~). /)Q*QZQ/1: 

/)okQ~. Formirqfmo 8kf.',P r mr : Л'! е z ј . .. 
О/Т је !7.-o'jrt:?nicen т' оФzФ / octo~ ~q ;"mq e/rsmeпo{Q / "А 

/ џ в. Po"'fo!i"1 q'q~/8 1 f9~vmeJ!c:)Q Ji!!J mrll'A z'(mi-'f)·res.· 

Mo<fvd~ .N.' (!:lyq s/ц~;tl : 1• mr 171ji!t !79fYed/' е!о1'1'!f!Ј'лт џ А i!zq'q . 

.sfqv!Ji::,17?o q;•nтr 1 6• (Л'Ir1}Г ј 2° mr 7'е 1797vedf' ~meлl џ А 

1 fo'*i . .sf9v?9mc 

q,• 177.!' r- х 1 6- (tr1f1}r r .х. 1 -;t:~1e 7е .х е Q ~ft:o Ф 7е 

-r ~х ""Q. 7:tiт?e ;е rvi"Q'nlq q(::JA.9:zqпq' i!!l' ,е. ч a6q S"Jџёqiq 

r = iJ- Q i а ",;в t'IOJ'~· е/еЛ'1еm' v А. 

34.Do,i;9zQI/ ~ 11Х1 .,vq_l/ re:r .s-• (А1 В)>о v8..tt.IJ>Џ Q / zq- GYQ-k/ 

rqcio",o/917 ьrof r > 1 J'o.ffoftt а е А 1 h е 8 ·/<::nt'JJI Q9 ti:t r ~ .!:!.. 
' Q 

; Ф' а -71Ji!l 179'jved/' e/emehl џ А . 

Do.Фz. Nekq ,е f- 1rf' (р >о) (17Qrc?YI10 ~ 7е 1' rt:?o. hrof ). 

9} Q ,е ~р sv/lt ~:r:oY9 " s-~џрџ rqo, fJr. q. !i'e:z .s 7е џrecf<:N7 
,Pql' (А, !Ј) с'У97'-' !'-<>f~k~fX1Y9 оо' q c::t. i s: Q • .rџ tб-рщуе-п/ 

џ.,-~у/: 

1• А 1 8-1- Jdi 2о АЏ.Э• q / ,эо AПB-Ji!l / ~· (Q.E'A 1 6eB)>=ФCl.<"b i 5' В 

ne!ТfQ 179/mqп;Y ~~111. А 6t: ,:0)1? c/on;Q Q .!;' 90~'"'Р ~,POne-7.Q '"'6':#:> 

s- (А Ј 8). z;ьA:o:zt:mo ~ сО .?е cr -~г ( s):t.l/1 l'eQiпtiJ 6ro;evo) ..i/ v~,.,o 
poiJifo v l\o7if:!117 svQ~i ():Jt7zt:rЬ (ооЬ:z9<') C91"1Qh1i:i'en/ skџ;O tiтt<:? t/тf/mџ/"1'7 
(!!rџprtrmи"'" )· · 
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Ocfqyq'e sltje<:t/ ( 179 08'/i'OY'-" bi11omrтf! forme.?k) # !'tJ 
rl1 ~ 1-r-np (n~N) J7<::f 1~ G'Ј:џр (r11

; neN} СХ?Ьz9о пeo<:Jrr::miёeп · 
, _ _." . .../..' f . 1 -1'7 

skџp џ q. н~~пm1 ле;еапqЈ::оs 1 "_.'f1'~ ~:~f:: .... po~q:z:v7~ c.Q 

ne-1179 ;Dq:ziltYI7<>'!J broiq е ~о, ~е q ТqkYt:>9· ~ 1~ е ...: r-11 :z:q 

sve 17 е tv. То :zлqёi Ф sJ:vp { r"": 117 е Z} ,'rr!q elel'r'?en-19 / џ А 

t' џ е_. Po.s"/r::>Ji' Q9.-t"/e f9kvt:J m е Z o'c;r? r 177e А / r"'n е 8. АА'о 
? r'"- mo. .х. А ~:D:/'rf(> ·t.t:zefi C1Q 7е ~-rm.x 1 ь- r"',.f·.x. ~е 

• ..L. f ., 
Је' О <С .Х Е- Q · r<i'~YO r;fq јэ 7' <::Х < .1 о . 

Zc.t 1'"' r ft7Cl)" А 1'/'/'0~n-to- . efr:tvift' t:f..- r 1'1'1 1 ь -r""·n f'C7. de. Of'ef' 

fvrt:tnj<1 .=t1c;r'c;>.f;to .6/ft' rs.lin ifQ. 

~,м&t,.t:qo li'V 

<6, 7.> ј < 7, 10 > ;. <е, 7]; [7,1о); f~ toj 1 "\7, 1"] 
,P~t+"'~~Y/ s-):џ~ s. ЏРЛЈ~<?јt.Ю/" .l:l:t 51 t::f.)N 1 Ь) z /С) qi c:f) R 

Ott't"'c,'l';.t/ ЬoJifl~ ("~f/"'f!!J) _.to;i' J"'Y~7V OY/"f /п~I"/A:j!Hirf9 
(nq~,.,,irJ. pO<:I'•~~.~poYrmQ of'h.t-,P<? s )· . 

~Sen,;ё'· q) .s-N=-) 

<в;7>-?; <7,1с>-(в,еј; <s, 7J. (7} 1 

L'l/ to >• {7, е, 9} i [71 toj• (7; е, 9
1 

to Ј/ 
"\ 7, tcJ• (в, 9 1 to }. 

hJ $-z ".". 
< G, 7 > ,. fd Ј iftt ( t$of/ i1ft:1?r/ ;(t;!o ;щ_ s =N ). 

C)S=Q=Ф 

(S1 7>- {x.eQ: В'«:: Х<:?} 1 
( 7; fO) = (Х е. (l : 7 <:Х<:: fO ј Ј 

~ s, 7 Ј -=[Х. е С< : G<x ~ 7 ј; 
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t:711o)= [xeQ : 7~х-:::1о}; 

L7J1o];"".(xe Q.: 7~.X.t<;to}; 

< 7i 10 Ј-: {.к. е q : 7-.:: .х. ~ 10 ј. 

cf) s=R ===ill-

<o,7>~{~e-R: G<.X.<7} Nc!. 

36. Oo~zqf/ ф 'fC' s)'9"E'Q Q'\19 r:xp<miae,;, p~vfX' А ,· 8 .s"~f'9 R 

Yrtj'et::li: 
(В ~AJ=-Ф{($up8<f.s'uf'A}A (fr~{B~fnfA}) 

Do,.tQ:z. · (beS).-;>(qeA)_.,. (Ь~ SupA)t::ril!/1' (S'yf'B ~ .Sир А} i 

(Ь€ В)С:Ф (beA)~(b~/nfA}~ (/nfB ?JfnfA). 

Е ( 1 1 1 } · = 1, 2 1 Т 1 .. • 1 2п 1 .. · • 

R;l!:f.f'emje-. J'oifo ~је' J:I"'JeYi m-o .,· М= 1 fq~v/ t:fq је 

о"" .Х~ 1 ;rq SYqm .Х€ G' 1 fr:;· s/ji!!r:ft' c:t9 7~ G*"JJ Е Cltjt"Qntёen . 

.. !Јоо/9 /Тltlf'i=f'q ;fi т•о i ле ,.cnjx;x:t9 s-kvf'v Еј q&k ~оi-п;9· 
М= 1 f'ri!'QQ'q st<-v,.cv .G ( S'џl' Е .. flqx Е ";11 Ј'пј' F-o

1 
c/otf Њi7 Е пe

p::':Sfojt ') • 

ЗS. #q~· .lnf S / Sцl' ~ 
1 

q,«, је 

. S ""'I: 1 1) 1 IS,Pm;..tY.· ear;xt:s"'kncrjЏ ПС?јi""'Мпfе"} / 

пq/vec!t!!9 в/tl!'menfq 1.1 $. 

R;eit!!I?Je. t.'лf S = ; = tl1t'l? S') sv;0 S = 1 ; nq S ne poslo 7'/ 



44 

ifC/JY<:6' req/on Ь!"О.( ( noi"Qvno 1 лЈ 119jvec/ I"Qc/orJQ/cm h!"'j) 1 Ji3:1'1 'ni(~ 

/r s q izmectv то /.:х:Ј,ес; re9mC<J rlrqetQrRI/7otj Ј hro;-q / 1 f!os1oJi' 

··. : .. ... · ··: 

39. ;Vep;. JS М ne,Pro:zt::m I"::J(::f.s-*vp ос1 .s-J:v/'9 L •(о1 -1--) /~щ 
i!! ti?leryq/ Е ~l:'џ/' .Skt.tp9 L \М /Q/;QY 99 Ј~ ti'!f Е • Q >о / 

sцf' 1i ·- Ь <: r .- . Do!:9zt:;>f/ q4;> i~ :Pr"J'ct me<::lr:! ccr',-,os9 h :а.. l'o 

svimq Е 70::rn9,.tq r ·- qko ,е ln f N >о il/ sc.;p н < r - . 

C/j't/ftfyo . fs,tori~lf/ tS;yrl!"ntcџ: li?f L -о / sџl' L- r- . 

1.1.5. Nejednakosti 1 apsolutna veli~ina 

4р • .OOb:~zqf/ t:lo је ~17 > n 2 
:tQ n~ б'. 

/Jr::tP::Iz. t· ~- (.12) >52 (•25)1 Ф.t,е .z7 л •5. re~t:tcvjl:l ~,r,: 

:z• А..<-о Је 17 > пtЈ :zq ne*/ n 1 of1CI9 ocf9f/e slijWI ( mпoZenJi't"' 
$Q 2) 2"'~-1 > 21?2 ('f). 

Neclџf,ЛJ,htife 2n2 >(nrt)2 (2) 1 1/ n'-2n-1>0 :zqsven>trv'i. 
;:::q ;х:х;о/1:11'0 :щ n>s: /:r (1) ,: (2) .s-нjef:w' 2 11

,.1 ". rnn/: !J9.i'l•1 

t.~Ytj'iM:· ~ /"'e',.tx:;.-,79 .щ пе~ prti'v:>.::lt:tn 61"0/ n>S, on9 rqZ,· ,· :z'9 

.:tJ;~C1t:tdt' b/"Q/ SQ t• 1 2ј ;rtJ'/'119 pr1i'юlpџ mq"l'779ftб'kt- ti7t:fџ-<ct,7e1 
r:to/:Q:r ,е ZQYr.ien. 

@ Do.tQZ91i rel9ctje : 

V Q.) (frlt./1> 'frnh 1 (1; >о 1 t<:ne'N) 

( 8erпoџfftj~Y9 /'1'1:!'fi!o'179 ,а;,sт) : fo} 
------fo) VqZ/ 1V~411' 17f!~t:1'17'9~ (1ra..)n:;,. ?ri'IQ.. 1 (ntt'NJ ~:Ј>- 'f} .;.;о~ Гl'lOs• 
~oJtQщk f'О~џ mqfem:?ftc~ lnavk:iJ't~. · 
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Ь) (Cl.Xf-by/~ (a2rh2) (.х:;.. у'') (Cqf.ICf!/- SchwQf'.rt:1vt7 nejeclllO~);·, 

с) (1-h) 11 > 1-nh ~ (o-::h -<:1)1 1-.: neN; 

cl~) (1-f!J/'..;: · 1_~ 1 o.,.;h <'.Ј- i 

_"... 11•1 Q.л -Ь11 · л-1 
Џ!]· по: > -· -- > nb , (q -;,.Ь -;,о 1 п.-~о~).· 
; .f . q.-b ·-

Do~oz. Q.) Т~бrтоS-1 /"t:J/Qelje ј»о' Q.) y,Q?· Ф'Z o:tmt?J'J flko I7Q //ft!w .rfl-9пџ 

priЛ?Jt!лimo_ .6t;.,oГ17/7l./ fcr_mџJџ : 

sfo ЈВ. $ o,6:zirom qQ ,е- h '>0, .s,:,џr/'10 у- oq' 1r.nh. (rq n•O /7/ 

· n •1 /irfqmo mJiiU;fo Z/'19): > zлrrk -Ј. 

Ь) l~rr.S/fi ~YQQ'rir917jf1 ло Лјеюј 6"/1"9ni; mлoZ'"17Je л9 ~..rn'}"~ 

llf:9ftm ,PI'f!IP9~(,;~' .s'Ve ё.ti;>170,... /?'9 7ееr17џ ~m" Ф.hiji:t/"I""IO ne'ft<?'/19'

&osf ( .ьх- ~У ) 2 if!'O ;:~ ,.,..~· :zq "'fl'!l' req~ Ьrо,еуе а1 h 1 ..t1 у. 

/t:tt.~d/' ~ J0081i!fq'"'i!> rel:lc/Jl:!:: ч/19~ mоЬ1770 qt,.Cф f"'lt.4cvjv kl:l;t.r 

7е fl"e.6o;Ь ф,CC,:z-Qf, • ( ~~.tor~o-f,ru · l1mO ,.t:oa mе"Ь~ ~J'i.-9~~- omli:z"'). 

о/ O#f<.:!Yt;q 6't!! a,:fqotXI q9 1!"11'17 Ф~9~ • . 

cl) /z fvrqnje poq' с) s!tilf<:tt' #по# ne;errn9~o.$'fl 

f -11 . 
--· '>'(1-h) 1 (t.IZ џ.r/ov 1~nh>o)· 
1-п;, 

lf~fim ftt (1-h)-1'1> (trh)"1 7fltr ,е f>>(t-/,•)''. 

Premq fo~~. -*:~~~· i '/Qё110.s'f fw.o'I'IJ* J'ot:Y о'). 

8) l:ri'Q:Z "' &re9f11i 7i!- 7~k 

"'п-71- q,п-20 f •.. f QJ!л-:z у. h п-1 
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~,.,.,.. ,. ".;x:"r«Y'/70 yt/:(1' f:;lt!'noef re;::,~ (ј' ob;r::i/"'011"1 qt;> r :riю;} 
а > .ь 6'!'Q'~/ ёЈ;,17 117<:1/?;i' ocl pt"V~'} 1 .:, ~· сх:1 ?~G~j~· 

;,: . •' 

3:!:1 П>2ј 

·+.· : . ..L +- ...:L+ ..:L + ... +- ..:L < 1 . 
21 .Ј! 4! . nt 1 

s· vm· ~vп ј. 
/" .... , 
!s•., IO<J1o (1r ; } < ',; i 
~,; 

'ТCI'Ji= те n ,Pf"ii"'cf<:r/1 hro;. 

l./pиf..sfvo. Zq Ф~,:~: 2' i<s"l:cri.rfif/ mera<:t 117'9'/emQf/б/:e t/7Q''<'~/?f:1'· .Т9 

ФЈ:9.z .з· /sJ;cris,fifi 0$1JOY17U neтiг<:I17QJ:o&-f . 

.Zq ot>,.("Qz s· l:s-J:orisfif/ re"t:;.cl;i.t : 

(nt/ •(f·n}[2rn-1}j···{J:(n-~f1Jj · ·· (17·1) 

t пe;i!q'tJq ~osf 
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43. Кој! sџ od hrojieVQ увО; : 

.:v а оо! /1/ 1оо4tю i h) 200/ lt/ tоо:~.:ю? 

44. [)o,«).:zqf/ лejtкtl'lt:?ko.rfi: 
tt-1 . 1'1 1'1 "..f . 

t:l) n(q-h)·.6 ~а -.6 ~ 17(t:l·Ь>a . o,tc::> 7е a'i"b~o 

( etlzovf neJ"ec;tnq,l::o.Ji) i 
.f. . f 

1' 1', Рр~ Z i2f 
h) .х, Yt r.X2Y~ f .. · r ..tnYл 'i (.Х1 r.J:.; r .~ .. .Хл) . (У, r)2 -~>· .. t.Ул) Ј 

'jt:ljt! sџ .кf, .Кz, ... ,.xn i Yt Yz 1 ... ,уп l'roizJf:J~i7i ,POoll'/nY.-7/ &>roJe."'~ q 

р / ~ f'o:z:)fiYn/ Т'QctOt79h/ hrojevl f9~r/ qt? ~ f'-1-2 ""f>•:t (Af:!'Ael'\?l'Q 

r;eт~•~f, Р>т9 ZJ:? 1'-2- 2 f'~W):џ:/ v neJ«t179ko87' Covc:hy -

1Jvi'1;9*0V$kof7 ). 

45. r+:.J;Qzqf/ · qq 7е 

~~/fQ -=(.ОЈ (t:l~O) 
2 q,' (t:t:,>o) 

·la/-Q. 
2 

( 

~ 1 (ct ::Ро) 
- :z 

-а.;о. Ј (Q. 1/iO) 

! (а_ ~О) 

1 (а ~о) 1 

/а{-а 
2 



Q) 

Ь) 

с) 

/ct./+/hl > /ctf+lb/ i 
?r/arbJ {1f/ct/)·(1r/6/) 

ctrhr tь-a.l = ;."9:х: (Q., ь); 
2 

R;'esenje. Q) ...W;to је (zQ Уа~ h е R) 

1r/C?rh/ ~1-r/a/r/biol$' 1r/ct/r/h/f/4hl 1 

/alr- /Ь/ ·.... /a/r /h/ 
1 f /Qfb 1 .~ (1+-/ct/)·(tr lhl} 

:2• Ako /е q ~ 6 1 onof:? 7е 

qfbr_dh-q 1 == Qfh; /h-q 1 = q =mQx(Q,.Ь). 



/z t• i 2 • .g!tji!:q'/ fc:Юi1o~t fyro'".,je f'ocl /Ј). 

С') [)o,6:;z~7i:l &е .r!iono pocl h). 

r@ RiJi~$tf/ .s-lijiJdecfe 7~1'1Qё,м : "··- ..... 

r.г.м 2xr-11 ."., x-r.:~J==!x-rsJ; · 
2•v Jx-zi r 1 Х+1/ == /2Х+Э/ј 
э• .v"j(x-rzнx-?)/-U:КrtJrx-2)/ ==а ; ., 

.-.9·.vJx2rx-zJ -r Јх2 -:-х-2/=2 ;· 

'(}Ј ix2 -2xt f- 1 х2-.2/ = 11'/Х/ · . 

/2Xr1/ r/.X.f.S/-/.U6'/z::c -:-2Х r2 =01 

=-trx-to-.o, 

==-2X-lf==Ot 

- 2Х-2=о 1 

(-- < . ..t'~-6') 

(-6' ~х li -э) 

(-Э 4/iX 4Si.- ~-) 
f (-2 ~х<.;.-). 

tx-:zlt.l~-i-1/-}2X+.1/==. 1t r;:o Ј (-оо<х~- ~) 
•·· :· ... . . 

/Х-2/· +Ј~+1/-/2Х+Э /=-Ј;-х- 2 =01 (-ј tf/x ~ -1) 

/Х-2/ r /Х+ 1/-Ј2Х -!-Ј f- - 2Х = о 1 (- 1 'f х ~ z) 
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/.Х-2/ +/Х+ 1/-/2Xf.3/ = -9 tfO 1 (2(Х<+ 011)· 

P,.YQ i zr:,cft7JCt re/Qctji::l sv rq:z//ёife «1 лvle Р ot:fr?oY'Y'r:tjvct!! Х 1 ...ь.t .rv 

r,O••п;Q o•ft.?/il; t::IYiт'-' 7~cti'IФ~i7Q 1. . ...•. ' 

З• /cx+:z)(X-1J/ ~ /cX+1)(X-2)/-Q ==-2X-Q.=O! (--<Х ~-2) 
=-:Zx2+~t-·a.=o 1 С:-2 tff х~-1) 

=-2X-Q.'*=0 1 (-1#!iX~1) 

= 2Х2-~-а.=о .• (1~Х~2) 

- :zx-a. , (2 •r:'x <r-J. · 

/z prv~ f"frRoiitJ- s/tjf!!clr' Q"q Ј;,. ...r•-1=- r;Wt~~ .:tt:~k ~'~ёii7tJ- <~: ~v 
dQ 7е- Q. -Е - ~ • 

/z 2 ' 
-2х rft.-a-o ~ а. iz 

,..Ј·~ • 

nlsv r;'eёeo/'Q etQfe .~r:ln(?ё/i-Je ( ~wlo ? ) 1 о х2- - tJt; 4' 7;. 

r_Юkn,1e vz v.s-Jov ~-а. ~о i -~~-~ ~-11 ,х .... ;- 1;, 'i~~ 
t:::/Qfl!! JI!.'<:Urf:lc/"e v: v$/ov - t ~ - ; ff ..,, 

1-Е vПfi~ 2 

Q. 
v!!I/CJV 2 ;;Ј!. 2 . 

.,, 



a;:zo -2 ~ Q ~ 2: 

5)zq 
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.к=-..S.. 2 
. ,~· . 
t· .х=у---г 1 

v-1~ • .._- v --22- Ј . 

fo 
(1) /x2+x-2(-r/x2-x~2/...:..2=o. 

m;.o ,в 

( х2.;-х-2=о) ==Ј>'(.х~2 = - 1r з)=;;. (х.,=-2 1 -Xz- '!) 
-2 . 

.::::9 х'+х-:-2 = (.X-f)(.X-t2)' ;: · 

( 2 ) __,._: ( -1 :t !Ј ) .х -Х-2=0 · ......"..... :X~:z==~ ==Ј> {.к1--f, .Xz=2} .. 

·==Ф- . : .Х2-.Х.,_2·= (.Х+.1){.х-.2) ј 

fo *orislen;em ·fQ6e/e: 

Х .. (-~, .. -2) _(-2,-.1) (-1/ 1) (1,2) (2,-r-) 

Х+~ - '+ + + + 
. . : %f1-.. - ., 

+' + + - -
Х-1 - 1 - - + 1 + __ _. ....... t :r-2 - - - - + 

1---- i 
·-·г---·-т·-·-

( ::Cr2J(X~1) + - - + .. .. ~ "-··· . 
( Xf1) (::t:-2) + !'. + - - ! + ' 

., 



{х2+.х- 2/ +/.х2-х-2/-2- 2x2-s-o 1 · ~Џ,~~~ L:2) 

--:2.х.-2-о 1 (~24tX4t-1) 

--2х1+2==о 1 (-'f~x~1) 

- 2Х- 2 • О 1 ( 1 ~ .)( ~ 2) 

- 2.x'-s-o1 (2 ".х~.;..-) 

Л?i~oyq r;;u-ol'?j::l sџi rtи",Pflf',Cfivпq: 

.Х-= t Va t (--,-2] ; .х""'-1е f2,-f} ј .X=:tte{-!1 '!)/ 
х -1 € {f, 2 ј; х= r. v.J; {21 r .. ) 

pq i• qlqfq · je<tnoёirJQ :zqoЬ~179 %9 ~ • t 1· 

s• V~/ qnqJ/sџ ~qo џ lf • ФЬ7'е t~e ~ 

/х2-2х/ +lr-2/ - t:rJxJ 
Jrvl$. 

,;.,.,q rti!lsen;e : .х 1 - 1 i .х,== ~ 

~~/oqree~Jfl .t')r.i>_.o r,евел;о GJ~ 7e.:tnqO,~: . 

. ~if..fl +/У-1/ -sv · I!JJ..-11 +IY-61-f, 
/Х+1/• lfY-If. i . У-6+ lx-fl • 

~·· ~) 1• ~ 7...,,".л. ooiff/!Jt:/1'10 ,.. 

'У- 'f - "f Ј -х.,. f 1 ~о. ~ Ji"...,_ .-,.. ~~~ fl•~-1. ,· ~ 

/Х+ 11 + )1-f -1 

/JI + fl-.+y-" •.. 
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li/Jmt'лoci,Om /x+tf 1 C7'oЬI'·vq <Je.lf-Y-"t+Y-1.;",6, ()QQvo'г у-2. 

zq':'Ji:Mo/77 у-2 џ prvo/ Jf!t.:t/19ё/h/1 ir/Q;z/ х r 1 - 4-. Ako 7(, 
. ..t: r 1 > о 1 s/rj&q/ J4to'nqё/;.,9 Xt-t-~ ko7o 1irt9 :z'Q I'J~.fen;i!! X•.S. 

A,to f-' .Xff~D, s)ji!!xrn'Jiflfff'п.~м -.К-1•Lr,"J; Ј{•-5. 
Pre171q fo'IJ'.~ 1 :qt;W' ll'1'8/e171 imq •,t'џ,Р rJehп;it:t :. 

''· . :;. {(4,2) i (-5,2)}. . 

h)R~џ/~!f, 

\аЈ ,.К·r.Ј >о ·• 6) эх,.. f 0 • t:1 zx-t Ј 1 . 
. · VV )$~$ : . Ј !;/. f-.:1X >_.. 1 ·~i4f X+f < 1 

Q');-1 t!"': / >2vi e~lxf >.к i f) tx-zt >/Xrf/-3 iv 
. ~ -

,Ј 1/.tx;.. .21 ,. -ft/x-1 t ј р·~ ~J.:!!..!:i. Ј > .1... • 
V' . v v .JXf'Z .К __.,... 

<#:=> ([r.x>-.I)A (.JC>s;Jv[r.к-r:~J)II (.к.<s;ј} ~ 

~ ((.к >S) V(.X<-4)} 1 -lj . '7~ ~ Лllf~ne fi': 

Х< -4 ј ..t >$ • . 

. . 

c;_~l'106iнl ·f.E:.!f <' f ~ ..._11МО l1o ·f<..!::::! < 1 f'f· 
.:CII>f • J(~f • 



S'Q st'sfemcm 
2.Х-"1 

-1< х:;:-;;-~ 
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2.Х-1 :?t.1· 
.X<fo1 

!'ryq neJl!qiЛ<:fдiПct $YQ~; ~е по ne;e-o'ncu5tl'n.l }.,.~ "'" 1 :zq ~op.t .w 

o/Jk;trf rti!:йn;i:? lnfervq// ..t' <- 1 ~.· .К ,. С· !Jr~ Лlf1'J'ii-C1'17Cdii-19' 11vrxt/ 

&е 17q 171!1'?<:/nqё/nv :;~ ~о 1 :zq ~:.т:J;l.i .,е li'lfe-,.vq/ -1 <:.Х<: 2 oc_/q.s-f 

r;~seп;'q. 

!пferVQ// .к >О ,· -1 -::.Х<:: !Z tirft:IJЏ #.1J4ч:rnt'ё*/ dti:иii-k~l о <Х <:Z. ~fi' ,, 
pl't!!q'~:fqy/;'q r;e6eл;if <t"'"- ne7"t:CI'nqёii1e. 

cf) '7e$t:17Jf:l <19~ "'o/'i!Joctпq&ne je6'CI "'е .. ёлј'Q n«"J.q!7(1t5ii7e ~=~1 ,. 2 

~оsе.Ьпс / I'Jt67e<fЛ<:fбi/te ;-:;1 -::-:2 роsеЬпо;•. RЈ~Веп;q· .f'I'Yt: .sv 

.X,.,..f; q if:t/''-l'ft:' -$:..:.)( <1· l/ntJQ О/х; ti?/tf!I'Yt:'/9 Ј ('f,f.,..JЏ(.:f1 1J-ff,fo~)\ ( '/ ), 

f• 11!1/J/qll"f f'J<i!!#t!'n;i:t <tcr~ лeftt'<:r'лqtilnt!'· 

е) ~rz.vffqf. .ц: (- о-1 "/. 

{) ~t!'zцj.;.q.f. Х~(--, 2}· 

9) Rezv/f<ll· .К G ( : 1 G}. 
,.",- .. ~ 

z .·' :2 ·., 
h) R•zџ/lqf. Хё (-.,;.,- -;т}U (-Т JO)U {1t r-)· 

50. Oqlret:ltilt' ch!r?&'f r;~l7(9 nt!'J't!'<tm:;ёtn9 : . 

Q) ~.,. ~> wj . ь;~-:-V..~:-V-X> :·~; 
. ,, 1 
~ СО$ :2.)(. < СО$'..( l 

~ј=sеп;ео. а; l)q.fq r~·J'e<':lлQёlпq ,;r,q smiS"/q S<?I"JQ %q ..1: ,. о. KYW'I'Ii'9nft!m 

$1!/!' '*hije. V .х (.Xrt) > 1-.х. oyq ne!tlo'лqёtr,9 7~ .:zr:x:~o~~t~f~М9 r.mj~..<-



A'odo 1- .Х. ._О 1 f/ zq S/IY:..tt? ..t' > 1 ( i:!·i kVQQ"I"Qii!i ,t-ortjiм l?t: mc:ie 

bifi n(!'9qf/YQ/'/}. Ako 7е 1-..t' ~о 1 ol7't9 po.rkje kV<7t;lrJ/oQп;9 :Z99'n;e 

n~;eQ'nQёl;,tt . IJide . ;/.Ј( > 1 1 1/- ~ > -f . l'rvr~779 ro~t:o с;ф,Q /'!<2~/~Qё'й<> 

1irt9 oC/I?sr 1"/l!!#en;Ф : ( f 1 r -) · 

h) Rt!'Zf.l/f9f. • [11 ~. 5 ) 
. ;. 'fG' • 

1~ 

r А: • о, r .,, ... ) . 

( f о;; ccsJC 1 <==> ( 1- c~..r co.r;..r '<'о) <=> 
~~~ / СО$~~ 

1' v . JIF 
<:=> 1 сс.s-2.Х·<о)ФФ- ('f"+2k1(~2.J( '<' 2 .j-2k7; l•o,r1', .. -) 

~ ( { + ,t ff '<'.х -.:: .:!f + k1i ; k•o, r f, .. ·) 1 

;er 7~ vvtji:* 1- (;(;1$ .х. (;(;1$2)( ~о 1 Q 1- co.r~ СО#~.Х=о zq ..f•2Ki. 

Prttm9 т~ 1!#/Q !7t!IJi'ltlf'I'J'fflёti19 /iw :z.q r;~ .rA:r;,P 

{ 
7i . .;r . 

.x.eN: 7j+kY<.x.< т Y.k'ii; ~-o;rf1 •• ). 

с/} ( sri1+.l( f со8"' .х > Cl) ~[С sirt2.x ~ co.r1-t')~ 2 .rri?~ ~~ > Q.} 

~ { f- 2 .r;"t .х "о82,х >а Ј~{ 1- J'l/1;2-f >Q. ј 
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1 . 1 

:rq .s-~,ko rвq/по .х v..t-o.hit'o ;е 2 ('!-С#.)". 'l ".: Q ~ 2. Tq,to<:k, C4'Л!t1n 

Y!Citmo q'q пг7.."пqi;~ ле/'119' .J'I"Jt8/9 Z9 4 1Jt. f. 04'19;-е w se лqо8 

r;t::e.e7 e- <:19fe' n~7e.:y11o~/re- :::rq -f ~ ct -: 1. · 
.:·.) 

:!'q r9kYe Q. /1179/1'10 : 

{ Stnfl2.((<2(1-ct)} <r=::t-(/sti112Xj ~ v2(1-Q} ј 

Ф=;> (-V2(f-<l.J ~ .sй!Јх < V2rt-a; ј<:===> 

v {(2kн)f <х< (2~rt}f -r ~·jv(rk·n;i- ~·<-Х< (,~;,..1):; Ј ј 

!; -~ r1:t·11, ... ; ..с. • Cl.rc &-ti1 \hcf-ct) ј. 

•) ' 

. 52 • 1\111!'~ тifl 111(.' -!- /Э f: Ј" • F. ,N'qd/ Л'1JYwd"' motfcл:/џ Yrif;,q'l'flМf j!J/'OIIvot:IQ 

.1.- оС ""- 11 1'-Г:? Z ' ~:r 2. -h Т ' 

Ј 
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.)( 

.X.f-? .-о =Фх -о; 

Dr:rkle ;t~ct11qё/1'7Q . 

1 
.х . Ј х 

х-+1 --;:;:1 

ле ?"e:ctsf<t'VIjq icltml/fef 80mo ZQ 

-f-t..JГ.~O· 

,x:Z-.x-2 .",..(Х.+ 1) (.Х-2). 

{ .,х2-эх-2- с) '!=Ф (.х1 - 1, .х2- :z). 

.х2-.х-2 
.к:Z- ЭХ+ :Z 

(.Xi-1) (.К -:г) 
= .• 

(.К-1) (Х-2) 

1<9ZPpZ9~ _ Jis cteftni&917 :;:q Х 'f 1 i Х tf 2 Ј f9 (1:1 usjoy .t 'i' 2 ~ 

SЛ71Jtt/'I!O rc:r.r/oмq~ skrq-f/f/1 ff· : 
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Xt1 ::::s-· 
х..:1 

Rтeitm;e. DeftЛiciono ~<Юје 

(1) а1 r .х. ~ о 

(2) Va:.rrx r а· 

.[,. 

Olifqyiderqo .,.yq,.to q'q hi izh;'it!!:9li ndye us/ore :rq f"?.rQ'"!e/'9r . · 

o~vo'q: 

h· (~.;th},t.4 (~ -4)-о 1 
(ь-r-а.Ј Vcrrx =4

2 -h11
• 

(.Ј) h r Q "'!" о ==;.-

Va« +х· .... а..:.ь. 
1/:11011 л•I'!...,-,1'/V'f~/ /t;il.ve tl.,t,.r,ne ~01"~ bi!/ 1· 

(f) c:t ј,/1 h ј 

о! r.te = a?rьfl~ zа.ь => 
=.;> .x.-h (b-ZQ.). 

/)<~~ hl .fo 61~ r;eitln1c- /F?Of'9 ..ooЬ,.o7(?~ft · иsbYl!' (f) / (2) 
1 

· fт: 

а.11 r ь•- zQ..h ? р Ј ot:t/110 ~"" 

(a-hJ12 ~о i 
i' Va12,&-6:- 2ah #: а· 
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/Jct,t/e re~џ/fqf је : 
x-h(~J-:za), а.~ь ' Q.th1'0· 

Q. f' !Ј - ll / //"101'70 

(а. 'f-11) ~ • (Q.·b) (<:l'f'IJ) l l'q 7;, 

Х l'roizyoljл<> q// ".,;,.q. tRQ'oYOIJtlvr:llt' џs/суе ie cleft'г1/c,O!'I09 ,oe<:t'rvcjQ.. . . . 

5 б. Rtje&if/ 9rqflck/ nef~"oc,л~.~ : (/" 

1 х 1 +- ·/ У 1 ~ 1 · i .qi'tq//fic,l:/ ,Prflq:щft" ,..1~ienj~. 

д7~веr~1~ . . 

1· х;,. о Ј . 
/)(fr/YI~f =;.xrt.Yl<1 

f•. 1. У ?1-О 

1". :2. у.~ о 

2•. f, -х r.Y~f 

-х-у ~1. 
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SrQ{trQn9 ob/qef {,k'IQQ'rqf) пе џКЈјџёџји!t' konfl.lrџ kvr::ю'I"Qio..{Jer 

лlје х f-у~ 1)1 ;;red.rit::Wl/~ rfesen;e neтea~othe. All9/tttc~l 

r;eeei'Jj:/ t~/eWJLI orq;to: 

-1<X.fli;O Ј 
-.x-1<r:y <х f .,. (, 

57. Rђesifl п•~лоё;;-,џ r./ 
с 

1 > ., 
2х-1. 1-~-f 

Rjehл;e. Dl!lfin,t::ir:Jno poq'rи!7it : 

·:ЈС.",.О1 1-:zX-'.,-o1 х.:.1.;.о/ Х.,..1 
1~ :r-1'. 

",.-.,. :zx 
(tr-1 )( z-:ZXJ · > 0 

• 

?<-J'v 
----->о· 
(У-'1) (2-У) 



v ~1) (f,j-) 

1;.-.;v + + 
V-1 - + 
2-V + ·+ 
f.' (\1} - + 

Prei'1'1Q fоЛ,, tiт;Qтo 
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,,2} 
-
+ 
+ 
-

(.11rw) 

-
+ 
-
+ 

. f(v) >с :zq: 

1-с V< Ј ' 
2<:V<(fOO, 

1< 2х< Ј ~ о<:х<:/оэ2 f <=Ф 

58. .Rrji..li!-i ne;ect"t:1ёfi1f./ 

~- ~~:. < V2q.;.x 

Ct.rX>O ~Х >-Q 

.:zq +~~о "«> ~ ~- 2ct 

to Zc Q.. >О; Х> -а 1 q/ok. 

2° :zq Q: <О; Х ~-2Q. • 

Vrtjet:::fnoGf/ x-ovt:, ;щ Ј:о7е 1а 

Gtf-.::t: _l ;;т- <:О 
v~· , 

{1) 

(!2) 

Q.. •,щr:tqJ" i.l t:leftnrciono }JOttN.n;je, $Џ r;i!!oё'e~ fiORs/7• пе1е.::т"о&Ј?е. 
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(О.+- %}2 < а,2 

а!+ :2Q..X' r :с:~<: a..z 

x2 r2~ <О 

х (:::1:+2.0..)<0. 

t:t.) .2:<0 1. Xf2Q. >О 

.:с<о, ::c>-za 

Ь) .:r. :>о 

:С fZQ. <о 

.:г• Q. <о 

.,, 



.DQk/e, 
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Q >о 1 х Ј:. О 

х+ 2Q: ~о 

(х ~о, х <:.-2Q:) ~х ?t- о 

ct <о, x(xr2Q) ~о 

х~о 

xr2Q. ~о 

(х 'IJO,. х -р -2cz. 1 Q <о)=> ::r: ~-24 • 

::r: ): - :ZQ. ( ејХРО " c:;r~;,.,(t,0/70 ~vё7е) . 

. х ~о } =;х~о1 ol/ovp ne ~ џ о. Р. 
:с ~-2Q. 

а. ~о 

Q.'>0 1 . .:z; j!I.C 

а <ОЈ Х ~-20.. 

l)q!Je, J:i'\:?CI'_..,;.qп!e""' ~111!1ftld1Юёlnв1 cio6iva,.,.,o 

a.z 1 / o}l 
czrxr a.'fz -:zv~ ·(a.r:x:)~24.r.:z: 

. a.:l . 
a.-:zla/ r -- <2Q./· (Q.rx) Q.,._.:z:: . 

cta f t.t . .:x:-2/ о./ (t.t r:c)r е12 < 2 o.:~r 24:с. 

-ах-~ /Q./ Cct,.x) <о/· (-1) 

a.x-r 2/af (Cl.r:t:J>o. 

:tQ ct. · > о 1 ;ir?r:?mc : 

a..;z;r- :za2 r 2o..:z: '>о 
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Q. ~ () 1 i/1701110 : 

Q. :С- 2Q.2:0'2a.X >О Ј 1i· 

x>-:ut. 

:Zq о. • о 1 Q'o/JivqP?o : 

Re~rцlft::lf. 

1• а.>о 1 -а...:х..:о 

2• q".::o 1 .:с >-2Q.. 

а• :tt, cz. -о n~mo r;~s..,1t:>. 

59. Rl'jeSi7/ 7sq'"qбt/7r.; V 

(1) /t/x=1- :г} r/ Vx'=1 -з/- f .. 

Vx-3 ЈЈ .1 ==Фх-1 ~ 9 '=Ф:z: i:-10 

т~ Jia:tnq~;,q 1 pot1'19/f!J : 

~-:г ~ v.;;:1 -3 -··-t 

i 1'~ ~...". 7е х -1о. 

Vx-1 ~о =>х~ 101 

leqnq~,;,q (!} ~ft : 

V:r-1 -2- Vx -1 + а -1, ' 
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"!(,>ло r;~$enje 7е sY9~o .х: :щ ~е YQ#/ 

Silf ::х:~10. 

Vx -1 - 2 ~ о =Ф- х ~ s 
Vx-1 -8 'о => .:.r.~1o 

. -V.:.r.-1 f2- Vx-1 r? -=1 =Ф::с•s. 

v~-1-2~0}· . _ · = !JrDfu".;ecпo ! 
у'%-1-3~0 

· Oq~/!!. r;~n;e ~.r/: 

5' ~ Xf.i 10· 

60. Rfe'$~'f/ ~r,qё/пџ: 
t,.;..;o-" 

(1) /Xr1/ -/2X-.gj =2. 

xr1 ~о ~х ~-1 

2х -э.:sо =Ф х~ ; ј =Ф -1~ х~ -f, 
?e<:l'~iu:, ("/) ~/qs/: 

Х+7 f2X-.J -2 ===Ф Х= 1-. 
з· 
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$t:1<:IQ (1) /z.,teo'o ovc:r.ko: 

-X-1r:Zx-a -~ ...". X•IJ, ol/fo f"/~1;, о~ 7t!>r 

mof"<!! 6/f'r' :r 1$ - 1 • 

~"!··. ,ЧOI"'q ".,,.1,. 

• 3:
2 :zrx-x2 · · .:r 

(::с-. :r::,.? ~o)<F:> xr? ~Q~-;:;;:;-~o. 

Х {(Х :)D lt ::С >-1)->. Х 11-О 
""Fif ~о ФФ .. 

(Ж4fОА z-.:-·f) ... :;c< ... 'f• 
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1.1.6. Эге$kа aproksimacije, pravito о zaokruzivanju 

гealnlh brojeva i ratunanje s priЫi1'nlm 
vrijednostima 

~ie~e171~. 1" ·и sliJOq7~ fi =: 4 tJ.t 1 'О!'л;Q 9.Nlnt'cq. _ Clf'SQ.Фme 9resi:e 

је Ј !"fiO/mo Ј ·""r>T . ~~СО~ l fe~" fltt ~<.17'179 ~rt!Мk9 
.4 • Ј 1 l'.lf 15Э . • • - 8, .f.J,! = '7 оо 15$) • •• 

mt:?n;l:l оо' о1 со2. 

2• џ 8/t.Юcrjv Ј(~ ",, f.lf2 / ~/џr/'79. !!re;,.(:Q r 
.::1 • .1ј !Jt15'~!Z ••• - .а1 •flt:Z = -~ooofd .•. 

F ~ !f!O"'I"'f:r :;,.;",-r.~:q) I"OOitt70 h,.of с, oooS 1 теr i~ ~Qi""'пq 

9 re6P::, с?о Jrtot:ftr'/v) 1'179Лј9 ccr с,аоо5. 

63 • #oИ.cWf;!; / oh/"9#A;~jlь ,PJ:'iif?i~r лt;ё-1'1!'70. 1 ЛО os170vџ ~е_, 
(!'riм;'e!"q) s-e У/~· ot; t:tp~~ok'lh9 ~,.e.j~q ne -""01$ h#/ ,.."!в,..//О :rq 

~yqq'fef 117ft'rat~/~ · Yf~ J"r:,it//ЁJ'fj'Jt ~/tO'ii"J</ / dt:, 7~ O,PMVI:7Q170 

џ~с::riеп;е f'ojtt;c, rе~уЛЕ'> :Ј~~ / t;fSne ~л;сео (9оrп/е•) .. 

"
1
) Ne.k.f <?~,.; роо1 q~Цm:tm tjr•;~.o"., p,./h/ti!?PfJ (mt:~::юtf.ovпofj) hro"~ 

j:IO"flt9it'v#IJ~7v l"!н//.А:џ ,,а.~ fttc"t~ Ј f',.iblz!'1f! li1"'tJ'~~~ 1 otok otr'-'9/ 

(q~fori) ~1"'t?#WЛ1'f~V9?V irfoo"џ/ f>DM~I'fџ# rf:l~ke;. 

f.tlj 71='~ - ~,.~ joJ~q "JJO"I'IJ'<? 1N11'1t'c-9 ('~) q,ottO/v-'r~ 'J"eiA-• 

(y,.,~o/J'I >о А-оЈ'! or"'o/~ '/I'Nh 11е ;Of'fii>Љ:t:/ ро fl?O<W.Ф) џvo.riдo'fi:M7 

'f""'l'ltOQ Q,OliO/џf/114' ,rtfl'i~e ( f'!Qjfl?M/i' ~l'of oq' ~~ t:tfJ~/vll'f<? "!l'l!'i:~ 

,."~ Yel:{q.). 
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R7i!J6erJje. ;Ve);1;> 7~ (лq f'l'lm;er) 1 pri m;~=t,.e"л;,:v clv~tne х 1 фhtjtN~ 

prib/fii!nq llf"fJeqлoqf ct- (с>о,::; т ,. vrvl'~n: : ~~.' r:;:rц е;r>Qп/аџ 

qj)6olцfne- :Jre6P!! ve!ic/nQ AQ ""c,1m ј c:t:·~~t:~t!'l-?t.t у лq<:f'enQ 
f'"lb/izr;q vri7e-c~l7c8f .Ь • tбо2 т / џ/vr-*'a9 . .jOгn;'l:? ~r~m'ot:t 
apt10~rne" 9,_;~ ~ь .. - 1m .. ..VVJ'e.rl'mo б"е с~? 71!! 1!1<>tje m~re/'7;e 
Ve"ltё/he )'Ј iq,J:o ro џ prv/. /1191/ ne' !~/~ ( Jfttr Jilf 9f'rl'1(9 :JI'QЛ/09 
.,;;~~/џfГ;г 9re•~ to p.rlq mf?n;Q ). 

SfVCff"no 1 q,.t-o "1 . .se Yekё/nq у m/f'r1'79 11'9 ftlli n:x!li7 ,ь;.о re-40i-n9 х. 
(>ђ~ .ЬI . .м пq 8Y9kt'lr too1 2 m 1"mqtf? sюrлft f11'9п/cq '1';D-Iv/ne" 

9~-А:е ~ 1 l'f'J fJ<1 .D/ f}o/'п"t:, f/1'917ti::-9 с~Млео !JI'V!fti~ /""'1Jkii'17e 

Yf'lji:f!qYrog// }Ј Јн/9 v~9 ocl f!.s- /11 CJ*l'r (1'#!1/Jrof !00,2 ~i/ џ 

tб"o::Z у,~. oql/'..,. ;w:/9). /)q,t/e, m;ifren;e yep~ne" .У т• po,;l!t ;:x:t .n!! 

9~~ :i!'fl't1~ ne: tr~CJ'ize '-'tzel/ ;zq tr!,te'rt/o A"~,!t~e~ mJIIren;c, 

f'CI:rНcifil? veьёinf? • 

A,t<o l.lf'CJfNJf-.Ьii"''O l'o7qЛf rel:?fivne sre:l~ i "!~ :Р"~ 9rwrke 

r~;o,e- 8CI пeifl!1e/'7oi'Q'17/ h!"'7(!-y/ ;zq 1"9tzli~џ oql t:;prrolvlrle 1,1relkt!' i 
n;+:t~ 90"'17!~ :!ГOnict!; - ~ofe Al t~no yq.171 • .ь,.,.О:;+v' )1 irm:x:."rr?o : 

8о. = .ад. = 0,1171 
а 10012 1'? - о, ооое ... 

. • t 

8ь =- Аь = tm 
·ь t6c~ т == о,сосе ... 1 

ff. &'ь < G;:z,., OO'not~пo 1 .6o7i:> n,i-reп7~ iтq- тqпјv r<!'Mtvnv .,".~~~ 
(~пјџ !Jct"'njџ 'rqn/04.1 reJ:rf/vne 9f'el/:e> ). Oqkk· ,;ei~vлq ~I"N'fi::9 

· ( njer;q f!OMJ9 ~rqntЬ9) le: m;ert7o kVttl/fe>fq 1'17,.reY'IJ9 vt~eo 
rq.:zltc/lti7 yeДёinq • . 

64, • Ne,t:q i= pri ,Pre.6roJOVQnjt.; ~n/Q09 n9 ne;Com ,PI"'eФvoo/v 
1'ect917 6ro7i::xi izi:JI"'Or9o 2271 q~".џg; 229 1 q f~d/ 23.!! /"""'e'lf/c;-co. 

A-t:-c imcm.,o _PO<:r{/::C/179/:0 i!i of;::>ri~A-e ;ьс9"!~1'79А> povJi!!'!'l!:n!e t; s~~st 

1 
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prebf'OJQYC1'?7Q syq rl"l hГOJ9C'Q7 ,tr;,to .6i f~/o ф /:rrqz/mo hroi 

p::tSJel;ic;c:cr !' 

АЈ~о/ео. АР:>, sf.r ·~о-· i ncrjnqл;e .rposobn/ IIQ f'Oo9'9t:1 ;orehi'OjlY9п;91 
017oQ .6!&ом0. .. iJ?~;,; -{y;-<;1/,r/ a'q rh Jiff 6/i& tfio.Fj'ef/lqcr;) nseet:t 220, Q 

Л'!Qn;t!- оо' ·~t-~;'.' ђ: ~)"· .6i8mo rvi"Q'h&,· ~ ,е f"r"eQ'QVClПJV jJI"rsџ.sfyof9/o 
2.10 ~""!~-~~~; ·r~ ~,.~ 9-"QЛ/O<::t 'о/'""омпео 7re$,te /:tl/708'/ /о 
?Oбfeь/qr;:q )~-::~~е/1/;.,.о С19' $Џ ;>rvl: o'v;ji!!: crjl"<!: .6ro,<7 :uo PV~ 
( џ t:1YCV07 ~~Jtf ).ј q Q"'o пџh пq kr97v mp rqiie&:, 1 ;i!:r v sl1'9r/n/,to 

1 ле 1'7t8-k~ ~:/q · ~1"9 .ь/r/ л",q 1 ~lo ;f~ ojl',..q ".,oie .ь/f/ /Fl&r 

~оЈ9 ( ИrЈ~)~у/ ~џ 220 i 2/i-O 1'1Ql:)'fJ ,ft?q'f/ zq -fredџ 1'79 mfi.t c;f"rџ). 
'Ј9~о~. ;)iь;~'ft~f, q9 ~,.п;Q !l/'9/J/09 qpsokl11e !JN!S:ke ,o!<eo'~v/;9 
!Вq'лџ ~~~bv "р9 4U ~~ .5"Yt:' Cl'1f1 cvf.t"t1 f.=Ji' ;oo!:9tet.?Jv Ji!:r::frhlce 

уес{е ,и. fir_irr~e ек:t 7есtпе oeC"et7~ Cl-7: се/ #;.,,<::е ,Ф;<~ !Jr~s7Vr

lj9 t;'JI"Л/9 ;::: Yrt:~";,icq) • 
. ~.. " . . . 

~e§e'?le. l'~irю .;0/'Crz~ ;:wc!/zr;л -ЬI'Of' 69 5 У<?~;,. crfq,.q, 

119 f'/'//rlji!!'r 325' 1s~r / "ort:61f._л "'""!·, ЛС? ,oriЛ?;itr 81 fS CG-9 n-; 
ltt7zecfe cr'f!"e ). . fЬi1'o f'I"/"N/zqп .о~· Э25 1 G.fi. · ~ rr?C?!7JV '/С"ЛЈV ~!'<;>л,сv 

~vле 9мУ'А:е1 ·t'Nflf!O f'I"Y".ь;;"Z9n Ьо7. 81 '(6'1 ~ zq,t-tj-i.IO"'Je,.,o Ф.Р· 

IJI'Oj ёZS 1 6'./t (' sq_ re&r~? ~I"'Оје'ЛЈ' 1'9ze~if с/~1"9 ) ;'л79 vec(~;? ~о.rт · " 

od 61'079 8/ !S (SC1 tr19rtjir! """~"" yqzed//; crjtql"r:,). 

»~irю 9"9 ЈС ~?'07' )'9%еосlђ ~/9-"9 1 -GhC/70 .'!ot"/'JfbJ · 71"'9лlcl reфifme 

r;,.tfi;tt!> i ~~~. ~мo#fir' .6rof9. 
•' ... ' . 

R;ese!'!fe. А.Ф se r9Q7 · о n:;и:~n·/;.,. . с pol-pvn/m) brofrv/I'Jq o!19'Q 11em 
rqzk:fe. '}feclf./!VirJ, Q~ se ~· и .P'"ihklnim 6ro7ev/1'1C:; oл<rcr lr~?q 
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rctzltJ::e i 9;.-о 7е Q. ~ 61 .fo ~tJQё/ Ф fr 90""17/9 9~'"n/cQ C~,!'S'O/vt'l'f(! 

9~~е 1 1 '1/t' q.t-o n9,DtS'e!"7o а. ~ G; о 1 fi~e fvro't/r!o о9 ;* 90rn;q 

9r<:,n;cct q~kl11e 9rer.l:'e с,1 1 fт'· hro•j nvA:7 Ј .<.~.:f.!.~}~Z}! о; о 1 

f"'kr:l:rvje с:>(? 7~ 117iФ-f!:f?Je PYrh'?.::S 10 pm ~t7;,јь·. ;;;.~ rol71!!f; 

·zq priJJ!t'ke proJ't!~ Yl!'ftcti7e G /о; о nlsu I'G/eo Ј jPr l'i;!.lo ,Po,.f-9:zч!'t.t 

~~ Yl'iJ~t:lno~l/1 "!7е 9-"...О~"• о rqz//C!i'o;' fqёnottf;; 

67. Yl'вtкft· p:qoh'vZii-t:tл!" 1 179 J~oim. c/tlt:Jtirtt:~/ v :rЬil'v 
1ао1 26 r sв, ss f !21 .lf5 f S, SG - 2f:!91 so 1 

oprqzh~ill orqyt:ft?n;e prQV!R : ):qW Је ft'Y9 1Jt!O'ti7t:t. etJrc ~,q ве 
oclho~Je .5' / ;f:l' i%o ЛJil! /'lf!'/7'19 ctj'ql"tt 1 f'O.PI'QV~ &'11!' У/Тi tli' ле /I'IY'/' 1 

pre11'1'11·-lol'1t> c:tq // 7~ l'cs~"l<l ajtrq J::o71:l se #Q'Ctr:Z9v9 лepqrпq .r;t 

pqrпq. 

~С!'ёе'!1~. АА:о b8rr!o, v nqveo+!-170t"7 z6ri'v 1 pri :zqo,trv:z/vq"'!fv I7Q Ј~" 

~ml ,q.· vvtje.t- poprqvlj:,!t' f""".f~"l"' ct1rv f!/ fl'! tivtj+k d$~vtj'Q// 

ЛPpopr<:!rf'<t>n"' 1 qt:,hijr:l/t' l!i.l'1o 17t · ll'!~t.tr17o "~· t7t' st~vl't7t' 1'19nf/ hro7; 

ф.t detr10 pri~f-~/ll/чdl' pr<lYt'!o f"'t'nt' c;;~re (' v ~.,l~ n9vecr'e?~ ) 

ctobi-1/ Ь/"0_7. ,ьз7i' ""o.Ct!- b#i ,· 1"7onp· i vecf· 1 nctjZ9tr ~r:tёno F!7" ;(' 
;rbiv Ј ~ .ilo f1!t ~~ Џ OVOI"'! f'l'/"7.1''-" ј !f<:tir•1e 

14о, . .е r5S1 1f r 12,+ r s,в-2C'f,s. 

NQpo~/мo oq .6/#1"70 /4f/ ~,:v;yqf ~;и· ,. ,/::qo' 61#mo pri ~,<-rv:EJ~ 

iSii џу!7'еt 119 '7l!D9!'f7v et1trџ 1 · 9~·se s~lrq ~ 7;, .6о;е :r.ookrv.i/vo·li 
( 

.,lq.l:r;J ct<:t .oos.Ht!'drt/9 c/fi'Q .6шtlt> pqrпq (:z~ 1"70'Т"C'~;.,/oY7i'-7eon;9 49 2) . 

. R;ese'ie· 6ornтq ':j1'9n/i::o Qf'ISolr.~,lne 9rе§.ке hl'o7il Q. је f: 1с-: а 
bro7ct h -f · fo -.Ј (t:lql;/e 7~/79#~)1 р:;;, .ro skpe>nf' '( $'fvp1'1j:'Vi} -l«:nos-1/ 

1/h projeYQ ~.bl/vno: 
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с: 2· Эо5=6'1"· 

б 9 • &:!br9'!/ nl!lf'o.~vm: .ЬrcJt!-vt!! 32't, • •• ; 2 1 а ... ; t, о 9 • • · 

ct) vпqpt'!fBo' ~fчdi l:troJ' yo:i'<!C/IJ Cpot..t:zr:YqniЛ} c;fqrq 

( оо'r~сл;е SЧ(Fit!f. q'ollfi:iiYCin fqtfnoiclr.t) i 
h) ht!Z ~~J:rv;/V<?I'Тf9- .sq6irq,tq Ј 

с; 4t<16/rqлji1/'J. 6Q' ~t:1P1 rez.rv/!Of"! et1ro1711 13). 

~~(t.?ji!!. Cf.) Ait7t;lt"мo :zivit 0119~ m..co 4'f!' ,1'111hi."'J''v ;юfJ:wni { focm) h!'OJ'wi: 

~!f f 2,.э + 109 - ~'!'1 аэ. 

6rc:1ёvi?Q7ir1o !J9rл;i.t ~l'спk:џ q,no/1.'~ ~~s"tr!! ;eЬ/I"q: 

..::'1 -.f·1~·f f·t01f; • f0~3-o,.~fC,t>GfD1DOS•C,S55. 
io ;епqОј' ~ 7't!> .d > i-.·tc• ј Ztfllo v ~birџ d•..W~h jк/il'!~ 
Е ?О'" 1'/IN Ji'OV..",q171!' • ,J)q,t'~' 

Э27-, ·•• r 2,э ... r ",о!Ј ••. -эaorf· 1о1• 

/Ј) J:ZI.f 
~,а 

+ "'"~ 
.Ја'/1 Ј !Ј 

,rqo,ttv.191tir!t;J :z.61f. ~- ~l:#nЉ9, ,;,.,. .,.. ,~<1'9' ~i .:ra.it ,ft7Q 90"пfv 
>, ~. ·,· ••. ,,. 

<J:tt'<;nlcv q,P<IO..ti~ ~~е 0 1 5 (06'fWt' .r9.h/rc/ o,os 1 а;оо5 .s-vi"'C.tf' 

13} Oyqj fJH/v;ot #1 f't"*'o ; ,P"f;..,JМ/i;i v j0f'!f7AW ~,; Ь.,' #ol.},...",to ~· 
Ctilf"'d fo). v~;n, Jit·Мif ~J./1'111h Y"-f..tl (ot:l to- 8t~) f'tW/ rll &r:~ dttJi' ~ 
t:/INt. ~ .re ~· i .to.' O'll'и.-tmлJl:t. 

"' 
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; ""'>'Ј" se :n?t?e/'f7QI"'l'll: .Ј 27. 
с) kort'.s:,lifYJo pt'Qv/!o J•ezervпe clfre : o,to neko/r:Ф '*""_.,: pri/JU:iпi/1 

6ro7i!:vo tirto Yt~t!l фa/mq/п;i! 1'17Jee,lq ( prl . .s"Qbt~~Y ·.f}.~џ.-r:/i-?9л?'-') 
nt'!'j'o "'s.fQ// pri.Ьiixп/ bro.7iiP/1 о17Щ ;i! frttiP:l ,юl'l!.>!ho<:flio :rr:f0i'r'-'9qi';j 

fqi:o '*' ;;,.,Q_(V j!JQ'пt.~ O"ttCV;..,Q4-7c..' ~/';:,..- v.tИ ЛII'IJ"' f'rtcfdql7 broi 

S9 I"!Q_7p,q"1f!. c'ecilm:~ft7""1, ~,e,.k,. 

Pre1"1f:! -:'of'l7f1 imol"'7o 

Ј'о$,..0 7'11 rerzervno ot,'.tr9' ao~~!"Qo sva:-rif" v.b9"'' Yl''li'//>'?o .I!IO'Юvno 

~оо (-rч~/vоп7Ь- (e>oiЬ«::/vq-п,•i!- IY:zv:"rvпt!' c;/r14-) ,: cloillvt:;>,."o cТ.rl/'1'/~t'-

Э27 .. 

7 О • OQ"~;te. /7<:1 clv/,.,e ~i»;.Q_.e. .r.м .. оу,,-7 6f'OJ'~Vt:l': 

а; a16''tJ;G r 01 252 ј .Ь) Ј1 84-39 r +1 .J9f6' r ~Jcos12 .i 

С) : .1. : ј с/) f f 1- 2 ; -f 5 : 

~7'еsеп_;е-. Cl) s~/'Qffmo :r'9СТ91?е hro7ere no .frl ~l"'?q,.t!' i~ioю 
:r:6/r .ro.to <1')'rocenth (;zqo);rџtreлtћ) .61"С7е}..:;: 

' 
'$1 Sit6' .;. 6ј 252 - 91 7f!!"~'. 

" 
uzmeЛ'Io ;1 · .tcrek,lџrџ ocl.oo8'7~1'1.!~ c~~re 1 ;/rю .-Фnoi5q-17 . l"e:zi0'.1fqt': 
ЭdО. 

Ь) .S:Itc-""=' . .f)rcf!!oO"лom :"o:r:f'l7o""rcмiџ t/'f7Q.I'I7o: 

8,, o'lit fo 4, .Ј'Э2' + О_. СС(О = 6, Oit2 ~ 8, Oit. 

2 
Ј = о, б'f;O'S .•. .э_ = 

5 о, ~оо ; 
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ci) 7 ~ :2 1-g r2.~ r 5 у-• f,7777 ... r:21 ~~~,Y. ••• r5jGGGs .•. = 

~ '11..""~~: t. 21 ~-У+.,.. &;6'&7 - в,ввs ~ э1 еэ. 
: ,". ... •' 

7Ј. P!"'O"'l9'fr97~ 6ro7eve q, ..,. 2 1 5"1 ... Ј 6., С1 2б7'7 1 С• 25', (#Ј'/ le 

n;i'IJoyџ sv.mv ·J;,:r9ёи1'7qr/ q'o.srfir/'voP, IOC/7o$t!'џ. Кој;· ,е oQ' ;;oQ ,trl 
. . . . 

6ro?9 ""'!'f;t~п;j}' /' 

R7i:!$cм;~. SroJФYI' 6 / с .SLI fq&-т/ ('l'o/;P"'rџ) o'ok Ji! Ьгоi Q. ,R'Yh/izw; 

( zqifo Ji:: J~ro7' z 1 S'f;.S' .У 6'/t .. • роfрџ/7 - f19C/oi7QR/J D"Oi . цz J'l't:f~y.tv 
q'q ее ol'f/'e. ct'll/# п~ y?'Q.ll.l _ро oq-rtf!/C'I~лot77 р-оv//.џ ? ) . о.,tџо'9 је 
.zohlr poч.:r9f:u? 179 Ју/7#! qle-C,I'P,q/eo ( ~ / I:Jroj q). 

Tqi:o tiW/11.0 ( fOGI<t р zht/> Ј'О~Л 1'70 :2 Q'tю;m9/<!!>): 

а r 6 -r с = zs.~r ... т- o,~2Sft1 f 2~ c~tt ~ 

t:::: z,5Jr r c1 :Z5it f :zs,c~tt• 

~;еёе",;е. .sь·ч:x!iY9'1'1Jel'? /19 Ci-~1-/ c;{eocii"'?Q"e. 
1 

rirџ;-l'f!o : 

67,2't80 

121 5'!37 

. S'Jt1 7о ~t~ • sz"1 7c~t. 
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Rj~ien;~. IJ!Jere11CIJQ 
d= a.-h ~ltc,o9ot. 

. . ·~> ~·. . _\'_, . 
~rqпicq q;ur(;)fџм~ 1rJ,#:e ra:r('):e (<:tt/el"ei"1ЬtJt1) · 1~·-

1 -4 1 . ~~ 1 
а .... Ao1 r A:z • 2 · 1о r 2 . 1с .: ~ • о, со??•О, oco5s .. 

1'Ь #t,.,.Of .."q ~ А, ,. f• fO~J ј ·~ Ц d/ft!l.!'i!V1CIJ/' ot-,.(Qo'.r~ ri?rtJe 

ro•J 1 fФ-+1 tt/'1 
1:.;.-. m-,.,.., ро.,~ С;~ј",.-У.::.~'-.~) • .()qJt'/tt1 

. 1 -:z 
d• "!01 09 ;t 2 • fC, 

71,. oo'r~f/ ~~~~1'7 fq~<fц: 

t:~.J ~1 51t ... -1, lf •• • .; Ь) ~ lt •.. - ~~5'1··· i 

с; '75, 'IM ... - ( .l'f-1 ~э ... ·- s2, .lf-8 ... Ј ; 
. f'l Ј • 

о') '!~'tSa - 2'IF71111.) / Ј е) 72'160- :ZJt710. 

75. p,.ii:Jii:iм bro7•v• 21f 1 72.3 • • • i '181 '12 7G ~ •• fJol"'no~'k ~,~1 
~.,tiiёiv'-' ,tt:,~l'fO#I:I ~ pt:tr:it'rt?z61'Н,I/t!t'f:IJ>ti.н6' ..Ь · 1• -9/'0nt/:::9 <?fU1o"-'/лe 
ifNtl!rfl tJ,6 • to•" ). 

Jljeko/e. al"'fЬ"'it::~<t ~"'"РМ. ?I"Й~ pro/zvCJt:IO ft' : 
. _.,. _" 

4 • ;;;, 7:Z.Э ·o,S ·!о + 18, '1278 •С".5• '/О с ... • 

-1 - о, 101f • f(! • 

··. 



i~ 

~~л~. 
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:fq-10 zr:,!tt't'J"tql'10 ( tl 0\'О~ .-r!v~)'v) -'9· tft! ptt:'):rYt:!Jq' oo'f'fi'O', • 1'/q ~о'"'"" 

~,;.,.•,t,, .". <!f{l~ 'f'Q'Фf"/ ( <119 ff!J·• С'*'Је" <7't!с/Л?91•Ј rt:f!Ф' ~~м·. 

76. Л'r:1t:!llt'! ./71':1 .Wt7e q&cy~/e ~м1:t R?;,1 .1f6Э: .1, .t,-796 (ро~~.~;;;;, 
broJ~v9}. 

. 27~1 _"~: ,Ј1 't7SG • 27't't8f1C: .!-!17!1.5' - 78, 88. 
I08S.f'c · 
368/ЈОО 

27-4'-tCO 
./0848 

tfl9 .,tw:, z~/ ~ lfJ70 119 O*fq,.t .1CS'80 ~rpi«<l/ D f 
:rtНro " kolfёnl..tч лtji!>. fro~ J"'l79 rг~~r•rmq ~1"9 / zq,l/~ 

Yl",~/70 190ki"VIC/Y':Ihft' ! 

77. /'or:rt~llf/ ;OI"iiJti:Щn !н'оЈ'' fl1 '18 r'l"i!Jbz17ti-r? hro'J'!'", f.YS 1 ",Jr,7ii-t19 

sv IS'W!' oif!"tt Vo-z~ae; ( ~лit::9 or~/r!o 9reёA"t!'. Ь;ж:.;У ;orvo<J 7t:f!. qc? 

. q AtiO' Q'-""907 ., ) • 

R;'e~~n;'e· Nlo о/19 ilroJ9 1~«.- ;r>0 ;11-i z1'19rierfneo cip~" ,.Г. rle- / 
A:Ditcm* t"",c-1,· э .:rnc,c..",ine · ofl"e. То.~ rt::IO-ц/'79 ?" .-rljil'o't:o1.: 

:21 16' : '11.,<8 ~ ,01 0 1у$ 

crggo 1 
1/fo с,о 11fS • 
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78. ot:lf"'f::dlk ~Z/y<a/77 ft:lёпosdu )х,Јiёп/~ пе;:ю/ј:'vл;i? Pt"oJ'r::-IO 

а • :2?'t1 'tS9 · · · Ь- $ 1J.r'795 ... 

То :rлqб;' w se -/rqzen/ .l"c>l";;;.,y.l" ma.Ze c:t:tr~:'Cl'/f/ poџ./JI9f:ll1o t.I,IJ/'9?'0 n9 c::rWj~ 

~!W~ ( 7/!:r ,ft' А - с; 007... " ; · 10-
2

- q ocs }1 q#' :ziPtj ,l:ore~fl/r~ 
l'r:x:(//qo 1'79 rrl <7e.at/'791e. /!77Q!770 

2?'t1 'r5Э · •. : .!1 1;795 •.• - .•• ~ 781 88. 

79. Sqi.J/"91/ #/ f'NtJ#zлq hi'Oj:l : 7, 2,1; .. ~ i 18, oos ... ; 25.,1$21 .•• / 11;/hc>v 1 
.zlJti- poq'/1lt!!il7' l'riЬ!/Zлii"J JJro~ 6'21 1 (s>e 17Qp;',gqпe ој',....,. ..Cl# n. &!r<:>;e1'9 

st.~ YQzede). 

7, 2tr- • • . ~ '7, :Z+ ј 
fН,Ос(Ј. • · ~ 1S1oo8 f 

25, 1.9 2 f ~ 25, ~~2 

sc, Јео ~ s~ эе . 

~Jq;t/t!! l"e:Zt.~/191' P1#;"r9n;9 i~ + :t:I19C9Jnl!!' a/l't!! с ;ar/мft'/trl ~ re~v/191 
f'!0/"9 tir!9fi ~с~ "tr::,o 1 hrof' 7,21t) 1 ~o.t ~);с ;,.,q 3 ~zede c/fre 

pq 1'170/'q / ;t"o//15/Nit ii-79Т/ 4 ~еСе <#!"'е. 

/(Qt:5џ17 feC~ oyq,to : 

so, 88 : 6'2,1- 508;8 .. 6'21 ~ '?811. 
'!СО 
'/ЭО 
16'Э .•. 

80. Zt:;o~rt.~zr;'/ ·ью,: 9152,1;8 6 1 эаs:2з С?Ь : 

(cle6efohitj9Q'/fill)to-'t
1 

to-~ 10-ј 10-~ toa (J(!t;:t;n;'c<:l); to; 10; ... toG(m/1!0179) 

~---··-·--·-

__ ј 

1 

1 

\ 
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Rez<.tlt•n'; Do 10~: 91S2.1f8fl1 38S2 i .:t. -i' 
~-о,~осооЭ< 2 · 10 . 

D<> to:..." ; 9752"/8~ us 1 
f -Ј 4•о,соо23< . 10. 

/)Q ""!1: srs::;~e .. ,.~~ 1 
i -:Ј 4 .. о"оо;-77 < · 10 • 

Do 102 : 91S:l5oo ј 
. 2 

4• 1Э;GG't?7<f·10 

Do . .,oz.. : etJoooo i 
. ., . 1-

..::\- 2'186, 3!!$23 < 2. {0. 

/)о to": lilOOOCIOO / 4 • 15:Z'i8G1 М6:2.Ј <--i · IOG. 

81. ,koQ" h!"CJ~t9 :Т•"' "11-16'9:2G ... i ; -o,~t1-284'71· •. ~iQ./1 ~#;ф 
ro&?il! f 6J ct~I'Q' с~? .ь/ ,.eo,qnm? ~А-9 сЬ.ЬtјfмtЛ /?/"0~1'9 6t79 /'10п;~ 
er:l оЈ 0001 ~ I'I'Y'OJ 1 i · h9't?f'1 OQ' <? 5 У. ~ Q/-'1'"'7 PI"CJ9 • 

.P/'Ovjel'il/ rezvhV/e. 

~f!!'Zt"' //9f. ~ f'I'Y"'; .Ј 1 ko9' cYIVI'f!09 2 • 

82. .59 ;tr;liJ.o r:leclm9k f~&q ?'Qt:!;.;.179'1f. V ме.~. , Vf" ~ ~tk? ле 
{Jqq'e у~ OQ' &7.05 7- ? 

/rezv/i't:;lf.· 1 o'ec/tt?t:l/1 3 rtect~/'<1. 

83 · /zr<:Юv/1"1/: 4.) ( G1o21 "7 t ~о$) r ( 6'to91 21 r "~ os) ; 

Ь) q.,6 q,to Ј'е .1, 1+'1 <t:: Q. < ~ 1-9'2 ; 0" "761 <:: ь "1: q "?8{1 i 

с; f f + Tr o"o8G74 69 5'"е§,.а,".,., С1О' r 0zoo.s; 

Q') "-'"'6'o7(f+: f10,21-3J29678 sr,l9ёt?oii:fџ ос' о_,.;у. ,;·дroJer/ ј 
; 1о,2 ои M.17i; 

t~J Тобпе orre' J'f't:ЬiiZлog Ь!"ОЈ/:;- .su &Уе л;~rе ctfl"~ 'о~х> л;~ о~ло 
<j're$,J::o лrjll reciq оо' fk>/o>'/iu: ~i?ice /""'~1'1/." I"!JЬ3/Q q'&Nfnc 
~~· , 

:,·.~-- - ~· ..... ' ... 

...... 



е) 

fJ 

ur 
..!_- ...!_ + ~ .Joc1 3b1S7 $Q ret~!ivnom 9~/:ст s•.J;o 

1
• 7 .! 

Е = .L . L .1, Р ( no.:tv/ ·:Тv""7t!!) / '7r9nicv 1'\!'..,ft.ф~. ~п' ,<е t о:1 hs · .,.,.... ",. 

zq Е Q,k:t ~: P•2o.hj, ~ •0,001 ј а.•Этт1 Ј4·•~С1; h•tm"'l ~·t;ccl./ 

[.• Sосл;1 ~ •'?01 ј s•~6011'! ј ~-~Df • . 

. ~-t.r/Тqf, t:t) Ne/1?.9 ~1'~ c/~;.q / 6) •- Л<!f~О ·".lf~dnosf o<:l. 

Х• а..· с! 9- l1•#ii"JJ<!I'Jff' ",./,~ oq' :ЈС• а.·Ь. 

q 9 
Q. .1. l.t,o2 ЭЈ/111 

.h. 0107811 Ь.о'/'81 
~·6 ~й*' O.t_Zif6· 

с) ::o;S'o i Ч)·1'1f,Ss ; е) 6).5; 

f) ln f • .!V!L. ~Ь7р- ЭЏ,сt -lл/t- И•-Ь7.t,.) 
АЕ . 
--т--~ iL r ~.Р т s "'а..а + ~ь + .4,' i 

Gl!- sGL.,. .sp '~' s Gct. f8ь + 8, -a_~qeJ?rc,oo'!+l·qo?f<џ1fr9o'•lfЏ16ђ 

E•(21 1D~t>,f.'J')• -to'~/-tt .. 

··. 
84 • .-. ...te.f~ ~~ rreЬt> .-~,.,_1'/ li•_,., ,: r• 8f!!l · с.- "_,./l?v// 

lf ... * ,.1:- QV •• - lf dO#/i(, #fll! ~~ оЬ D
1

8 ~, . 



§ 1.2. РОЈАМ FUNKCIJE REALNE PROMJENLJIVE 

• 1.2.1. Veli~ine ( pгomjenljive i konstante Ј 

85. Ne..tQ- se ч ~):сј ~r~лci fiOoi"Vo'i Yl"iV' .r91!t'yQ"fe ~tf?O:J ~/7Q 
C''j't?sq) v.z ~~,... dq 7е fe1"1perqfvl'CI J;o~fql'ftlf'7 ~ Yl'tjene po,t-vsq. 

ко,!> ,rџ r•!iбti?e' J:o~fq;f/f?e l q ~е ;oro;rjtМI;/Y-e f6j " оус~ dt-\fq;v. 

-f'Jfl§eлjtt. l'":r:l'/f'lo ft' iz (;tJ:~iJ;e) t/9 !Joy/t! -;WI'Iof!НY ;v,hv! z.:; r~qhe 
!'lit7oYe ye.ie ~rll!l'l1!hv v f'#'i'xl 11"1f~170? v ,.~· i ,P/"ir,r"s-9k Гfl•.tJ 
1' А'о71. 1'79 iC?j plli? Q';ltlvp. rr;t'lv/r:11'1'J !'' v• с/ .". ,е с "tм..rf:yl/9 . 

VZ «S',hY ~ r fei'1J'Iflf'9f<./l'<? _k~nfЛ9 :t4 YJ'/~/f?t!' ;>O..f'VI9', 

prel"'!9 .,tQ~1 rt'i://trю qy N, v JO"I'I"ЛVfoJ 'jorrm"н; flђh4-9zt' / .tr"?J="'<'!f91'/79 

r""l""-7iV. yrr,Њ7~ 1 9 j'l"\:'1';,..~ ;о. v pr;;t;;,..t9 i ... ~ ~п.J7fr,/77'/79' 
Yt: /lёin9 (sfqJi?q - nef'l"':'l"?f;,t?tf'";.,:;. (1 f""?Л!(:.q 1'!9 f'I'0.6/t!'I'!Q ,«Jf. п l't;ttP'I79fi•9 Ј. 

86 • f)qfq Ј~ f~rl'!vtfl 

v...; ..Lr•rh 
.Ј 

f'"'.,to11 ,. Лert?C'..,nt1vl'/ c<P'r~7e; :t"<?f'/'e"";;,ll ft'vtJII~ 1'4-jt!!ti'~. 

1t$) n..-s ·-· • : :-......, fi0/1"10tr1 l'lf'J\:.'Yi79 11(/!Ј ~""'/"'1'9 4'е .s'l?,-"o Nof l'elf Ј t!lfltt,HИfi f'I'01if:lb!j~ 
j'rt~O<?'e ~~ -'*~f'l'l. Z9 t:fl1t't 'Р? Х e~Yt:JQ'ii"IIO ~ ,,;.,.~ю~; .r,.Ьи;~ 1 лq l'"i~r ;х; 
~?' ~IX'C'c;r""' pro~zю,fl:/11 ~/-17/ ~ ~)'9 · 1 · .top' .:=1-t'~" Jf'l"~<tJ'I'Oft'! J'C'f'<:7noP? 
/н Y~1'1Jq6fo1"1. A,to rkt.-,.o ti"!Q ttqtr1o 1 e'rl'!t>l7f o/fq'ф ". о!'С'ј ""~ :мvt> ,tм;;t,лfrp. 
l)q,tlf!' 1 ~1'/~~/q * •f'l!!'t:ll;./ti>"" ~c:=io/ f'I'V'"'i'"#/w YeН5in'. · · ·. 

н~·:fr/!:11'1! r/91'i ,I'OJ91'1 .l'м"'*"".?'!Уе> t'f!'Rc7л,. (Yi!/tSi71!' ь,о ~,~..v/>19 r9~r#;;;~ ~~"IJW~rll'l 
"'ftfJI!' 1 cf:lft> ,1?~,.4:>11 ll9 P?""1'f' /'I'MA!>trf~ iir.i'o.,jrr#?'Yq, r / и ~1t1:1n;t< ".l'kJ 
lчrt!q 1"!<1ft:'l"'!~ri~. 
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tf{e$(:nle. Ye#ёiQe !'/Л sџ ;O~en?ive 1 j?r se ,.Ј~"..~ ;;,'јел;9 ~ tw9/e 
qlo )"Ч'//f!!' 1 ~ р ёq"t oct ~~~ё;<"Q о'о ;i,.kc~ ;ijf! /'7'"le · (q J'O'lofoyo ot/ ~џ9;~ 

Ф /:"9~). !f#џfin~ re-J;i:;'/n~ ;· / 7 "cr~~f~;>JI./ .rfr?.rn~ ( ,tr:>ns-/'Qn/eo i 

1џ ops-oAr?'п<!! ~ft:rnie- re/;i:$/џt· ~lr! ii'70J'.t Лrlo :zn9c-(!'f7;z. v &УМоп 

,S/(,Iё<:fJ'-'J 1:,1 ~Ю,ео/'11 J"Q/Ztt;Q#9/IO.t>J f'/'()J/<!vJ1џ 1./ ~/f'J G'i!!'/IOJOYrfr?V). 

87.[)gfq 1е 7~<Y/'IQ'Sn9 
· (X-ct)gf(':I-I:J)!l•1 Ј а.,,Ье~. (1) 

$'fq Je<:tnoaJ'nc;; {1) ~tn!~ v !JeJ:Q/'Iovc.'1'? j'I"QV . • ~~ .SI~V 1' s/9 I'V 

а / .6 џ ovof · ;(/!dпqёi/,/ ( ,l:q,tY<I! Уе!Лi~Ле ,PI't:'o'.s/qv?t:;>;v Ј? 

~lehnle. v-'Ъctl(ot!//7q ('!) c:t~nt.ire .rkvp SY!lt ;t-rvkico J/::r:niricЛo9 ;:юА/'~'I!ф 
&тt:t9 и rttvni Х.Оу. 

Vt!/li:!iit• а / Ь "' j'9/'QI"711!-;'rt' t7) k/v#hic• '1 ,!Кf!"'Q'I'?eft:li'Gb 1'7 Sft'Ч/''-' 
,krџifl!/co i .zt::t Q. • 1/ Ј, • .! Qf.:.l;/ft .J"Ii? f"IJ:Iџ17t; ot:frf!!''*'n k"'9 s с:е111/'о1"7 
џ f19ё,ё/ (1, .Ј). 

1/71'0 !/ roJZ:II~ ;:'z-117~ j'9'1'Q'nel1'9 / "to~nfe ( ~C>/М'IФ/IJ'nt:' lf!Wii;be1 ~<Ф7е 

~n~ / !'e/ollvпe Ј:о~/1/е) f' · 

88. NФ ft' <:Х:/1 fi"'"]'oo АВе/ пеР:!~ ђetr~e с (qq~ frory9/Q) 

.kre~ ,1>0 ·F9voj 1 ..ФЈ"<? Jf:' JXN"9ii!Yt79 0<!1/7'ovtcl (~ni c:QJ'o9I/'Cl,I{J/9.)A.В. 
#qvt!ФГ. 1711!~ ~1'1~17/ji'.ri!> ~Ai/m. Ј:о7е f'l't!lo".,.fo;,f.;,}v vr~j~l7""~/ 

17) !'<r~r :ft vei!C/i7q t<oJ9 f11vrtrq t.1 for/f'!vft/n-, i izl"9:ri/'79 1 "&!ј<;. 
1~ rriJi:tto'nosf ,tr::.v?~fq11ln9 џ 9'1'9;,IC91'79 z9QQf;tQ ..ФЈ7 re !'q:rl'f'79fl'!9 1 

Q/i (.; o'f'"'JOI'7 .1:~ ( 119/'QY/70 Q,<tl SE' V "'/~,t>Јџ f>Of"Y-JVffl:) miJl!-ЛJ9 

..vo,jv vrtjf!t<:lnos/'. 
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----t- .. L • 1 f8} А 1 ( 
1 

• 1 - ' C/~l'ђ""'IVT"'f fX'G'/17Qji"Q/70'!f )lt:?rtJ9U/f/10'!f ;r'I'OЏff/1:! 8С С Ј' j'Ot01X9J 

.fqC,~e с "' t'9%17!ir7 поп~л}i/'79 ~ri .krekЛJ'r.t) т· ~iti::irojlt!' 1:~7t:- sv 

oq' veliёinQ ;:>9J"Qtr7t!'fi-;; Q ..to7t!o CffJ80мlлe Aen.rlcmle. 

Ret~:v//Qf. Nfl"'. f'9""'f#/nq fro'-"9/Q 'ј! FI'O'Jf'!t:'~t' ( ~lo)1 1111//- ....PDJ1;1 ~"q 

- q;цof.Нnq ~~17~/:rjq ( -f80/ 1 l/'f~Y'I 1'19 о~ У/с/ А6- ,PI"'O"f/M/;'?vq yt!/ti::-'lлc, 1 

Y!i>ti?Q J:of:? ~о 'YQf"9, · 08110vjc/- ,t'Oti~~ ( Гfi'P/fYiiQ Ј 1 v-tii11t:1 J"''NOtri'R iz 

fft11'1~no по ,_nodc(- l'ror•.,pм-??Yo n!'/";V'~ . ifr:t. 

1.2.f. p~(imcija pojma funkcije гюtпе pгomjentjive 
(n.~~ini pгikazivanja funkcija, f?dгedivanje 
oЬ(t/sti definisanosti i skupa vгijednosti 1 ... 
izьata!enje foгmula koje d~!inllu funkciju 
ako ·su poznate vгijednostl f-e и zadanm 
taёkama1 jednakosti dviju funkcija Ј 

89 • Nqyeefi ne,kt:W)o (ЬО'r fri) f't'IJ'J,~ ( t':r: ~t<oo'!7PVI'IC!J zivofq) 

~;i' 1/lltrfrv7v f'Of9177 ft:tl7):c'iJe f': Е ,х-. Еу Ј ne>:z9Yi"s-ne ~riJQb/e 

С f'ГOI"lfeпf;i'azeo) х·. i ;z>:;>>'l'.i':?eo rqri'jQhle (prorrr,fi!'/7/;i'~·(!'- YI'IJЁ'<:r'ЛD.rf/ 

.. ,., 
.. ,/ R9:rJI'иjf./ Ji.il' ~t~Cot:.;,~j;,;.'/ i)·~~~. vc-:': •ј ~~·~017/ ? ~:_l"''tl:icл/} / k.riYollt·"·~~l*i .,~.".,н.",/t~v/ 

.Ј~лоеll'lд?е",Щ,л/ 'tl'o"'1tr~> с p~ltlrt;:r.t:/J ~<!/",rтiftyq;v # .-А7t!н ,lt>f't!- "• trr~-

7~i ~· ,. rrt' o'v~· #Q ~~"t!'Yim9 " .tt;,., t'o/!'~11?<1) ~.$'е" _,Dool 

<:t~m."eio11t'л1 ( pf't.?Volt/7tj4-,t-tio7} /I'Ov"!/"17 1 а·_.!. poalt>t>IIVI'I'I~1i'Y9 '/J!oho;::l/l"tf!'t'14.iи/ 

!"""9~о '"'"',:'l:tW!O ~ '*'""'·"r91'n;in o{Qc"fi'q>mc. -~·'*;· Jet:molll/i-711!-лeliи"9 / ".t,·o<Y/~17-
:rto~ 1,.ov9h iпqJf.- r9~ ;1<!",;.-:r/<;> ; ."-' p,.ve~9 1 . ~;;;.е fr v j'l'tv;if,..tv 
/J!~~<~r/F.Q 1 ~ q;.Vf"? · ч ~e..-;•)V ~jl:иQ 1 <Ма ;i' f,.".,.9'~'" !N~ ,""...;-p_".,;.:<o.

le#iir9 ~е ~A·1ir;;v • . :!:. A::>,;-/t:!~"·"-' _ii:- с-1·~7-;-о .,.Ьs~о ~.fr?v се -~~оџQо-а Do.r""""'·::.: 

Пfl', 1 .~ :se ";<:мui о ,tю,·r.f/11v ""~"".:..'9tq 
1 

с6оС."!о &!'!' .oo~>'t•:иrvl>f/tti•C o'••oo}.-..,i'"!/-. 

()1'1f fi'Ot/9<:l0. ' 



17~1-е,.,р-. · Pr,m;i!?". 1. O:t:l1?ёi/f?a ~ 6:1: G"~"l' l'wЛ_ ~~t~ (Л~?Ј"о/е~~;п 
;;q f'~ Ј " ~t!'~,., /tt:/i:xjv. ( pl'l='~n/ce) / Q ~ ЈУ·~/' Л!;ilowi! о/7~~ 
(~И?rt:ffvd'il! clp;.", 1'~19 ч f»V!t?hq~ ~ ). ~AD,.", prl!d~fi.; 

:r:~ Е:х:. frtli4-llstt!t? ~ f1" ~ eo/!-1'7f!'t;/ :д1) lir fy 1 •. лј!'!оt-9 е/~. f't.l.rv 

-~· о {411'!1.-t!/j'/ f f:'tl!! tf;:v'- 9f"hђV Z ~ .G';,: jl~.i~Jfl ~Y.v <Vfl'!W / СЈ;!. 
Pl'!m;if.r z. HL>~ ~ Ех IJ:t?' ~ JIII'YI!' 9'«#~ ~ ~~ 
fqJu/lt!!{rt ~;· IN prilli/Лi л<!.~ ~~ / r 4"~/' .,...,ђ- ~l-9 
P1]'i! _. n'P'I9'Ze с.- ~· џ ~· ~ <#'R'~oq-r' · -"tт~~ ~111"' · 
.t: tf'. $,: ".,.,-rvNic7o .Ю/!Сt.' '* !"' 1'19 -~· 017 -~~·. ( д!:? Yf"''j~ jJOI'N'~ 
~fiiМ'je,J. ;; .. .~>,;.JtrO J""tf;t'~v f .r:~ G:r " F ( f1f'l' лq г, ~r !' 1 

oivctю, <N/j~ ~· .6ro7 #'!Ь/tl:.ft nt:tp ~f j!ll'l.я;tпrit ~179,.(о> -~
#~Nf ~,."";;/'~ Ј )#1.11 ~; /JI'•it'/ ~,с:.;. "' ~· /НО /*d"Ф~ .""'? ",iw~n~ 
~ 6/ ;Anr".",. 1 М """'/ФI"'""• )Jio#;&~fO ~R~YФЛJiif ~ .f',c Л9 ~~ 
о~; #,t'l/,11 ,.,.~· ~,.. r ,6f'-~,.,.,_.. <1119' · ...".",;,.Л~f~Н/Ј'? -~ / tr~~"::J
~y • ,.. i ~ Jн'4hlj ~~ ьь ~i «~1:! l#rc9;odot:I/Ji8'fl!' 

f9) Џ ~i:rji' ~~·qt:t. -!:#• f'л~ ·fC:J:) 1 ..,...,.,...,. f 1 ~ f('X) М«ђ' 
~11f1# /'л~ ; 11(1 :z: ~ rp' v ftX"P' :к:}. Tq~ - "!""'· 1 А9Ј& ;A'm,lt1t'f'Ф 

f'CJ:) • .,;е , ., "~· f""''Y!тo ". ~: ~ r jl.fl'!~ r;.,."i'f/...". 
. l'rl f'CJC) • .1-%!'. V -; klyii:l ~ 1V "'Ј'О~~ _, 11~Нr7Ф" 
~Vft~.1 ~ -.,tNJ"? ~ _,_~-fflr». (~~cV..,.• r',..Ь..О n/ 

. ~""· ",.t'lrt«1~l!'qf'/ Pfl ,.. ~ ~ ~-1"1). . 
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cfest,Ъ ql? /Ji t7t::~ l'?e,l:im ФII091'7t? ~lo ·..-,:i'• <Х1' ~09 ~~-.а7Ь 

.$Vf' /Юh(!'~ Qf:ti9"~ Qi7 ~ f'<' ~Jic9 slt1'9t!'~/9 nq ~~ ~на/-1'9 

lli ~ ,;."q;/ f'i;,.Wf~ f, 8Ct G.r 179 1i c1:r ~,.&У qt;. И. .r~jl,;; ... .r~ f'J"C>,P14-

f 1'?~ ~ ~ ~ <:19, !1ft"·t Y~F ~Кfi'V 49r ~ -i!/ Ј?ИЈ ··,..;1· .ft;il:m 

~;,.; -'~~ ;Z ~- ,_.1'7c-nl :re Е,х). 
: ..• -.: •. r, ,(.··· 

Pl"t;...,ft"l' Ј.: ·ti?~(.l 4'/l,/f:l&t!lv pY/'9W ~rr> ~l'!f!. a:m:,ti;.,o // 6'9 ..&; 

G~j) GY/~ #toi~~/1:7 1/t"~ (9JrrA+/ff1 f#l fj're"P~ ft:t ~ 
ok.,.l; р~~~ -~~11 ~ ~ с'~ ~#/ n_,cv: S9 r. ~~ 
~~ ~tf':··i i e-kl'lt!~/Q .r.tr:lj19 !' ~l"'J'OIJ:wm ~ ~ 1 

fttY- .nq,tQtrt,. rA;~1Лt .%:е Ех f'IY~t:l9. ~по ~ f!~l'?t"l?/ у ti .r~ 1'". 

/Johl~~ &-п~rv f: JГz:•r. 
Nqf'•Jrтe-~~ ;f(. ,tif.~oo'l'/9' *"' JWifso~ 1 ftntf'elp :* Qf!J~,.;., ... ~ I'YJ'!"V~?t?~ 
q ~~, ?vь.i:~)? 80 1'7~ ~ 41'! '~""',,;п" ~~~п ~~:%9., 
~ ~ tf4~~i ~ - 1-"УЈ'..*) ~ .;ф .6tAft ~17 ~ o<t.-,.:w9 : 

:t: ....".у -т f:x;J. 
rq,.n, fl!!'. 19. &i11vљn · 

f"(n) • :Zл ; п е N
1 

~i7~~~ (t«;JQQЛifl) J"h~f':1 f' ~ N 1.1 N·(illji-119N). 

90. ~A9n' ~~ /'vt?AcYJI:I "'9 ~ЛР9 .,.д-Ј'f1 ; "~/ 
$'~ ,r. 

~. t.l_~ri!?o I?JlV".1 c~r' /~ жеЕ ,c~ii'1C ~с. лQ """? 
nqct;" ctO.blltOI"7o f"л,to'F r: ".....". !" ~1'-71'~ iR. j0rl"nnlo1'7 

r Ос)- с 1 t'же Е. 

с~ьv fV11..tq'f9. "..,~ .... ,to.,~. 

c.мrf'O~"'C!'t1'~ -~~f.ci:i1i'Q!Jl;t ft ~i?li1'011(1 49 f(:rJ•x • f!.%:11 
!i:l#!''!!f;t.r ",. /С;+~~ . • ' ~ ~~ 

. rrw+f;«,.""".Je ~ .е 11<7 r;. 
џz,.,;/'1'10 оЬ 7;, 

Е• [с, t, f'? G' ) 1 r•(-t, .2,.J,.y1 s 1 ~ сif.пџ i'JC/ ~ 
/i . 
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;,;г; ,ьri/X/ttQ'/79 l:oi?•/Qпi9 f, ;to7'q 7ео ~пq.q"q f/"0"19 s#:i 2 !)1 ri 
fCo)•f(1)• f(to)•frtJ) -s. 

,t\:?,.('/e, s..twf' Yri'fl!'o'tX>S/1' ft.tпkt:IIJ~ f ft!' 
S~.,. f (ЕЈ8 (5} С r'. (P·J:o~rl9~ Е-~елq), 

® Nej'9 'Ј'!! f: E:..F f'I'Ottz;o..jh9 f~l?~t:~ji::t. Z'9 ;x-'r-tvr' А Е Е c/'~VIi-7~ 
f"(A)• {f СХ) € ;:': хеА)· 

[)o,l:<:lz.qfi r~ciJl!- : • 

f• (А $i 8)~(f(A)ft f(8))i 2• f(AU8)•f(i4)UfПJ}j 

Ј• f r..cne) s;; f САЈЛf(В) (4'~f,..l"7o ф 7t!> f(}IJJ-If). 

· .Prlпie:rol'7 Ф~· Q9 f(AIJ8) пo'UI Jvi'/ prw/ <:11'6 cql stt'V,/19 G• f(A)!Jf(8)· 

Rтi:'Siмfr • (" r:Љk9~/) f• OS/9Yf9 ~ оЬ.Щ-z tJiФ ~~ ,(w / oQ!trrz/ ~~;у~ 

lzJQv~ · џ :2• · ; .Э • (_ f1: :rq f'!'OtZ.ro?-ht!' untJI!!> 1 f'r~i!,t. stfvpoyq) J:oft'N 

.s<lsvil'{ t::ll19/t>tp7l 4*-fi!'q'~l"!. qЩ~ por.Y :z• / ,Ј •. 

Z• ["Yef (АUВЈ}..,;.{.Јже AU8: y•fCx;j..., 

~ {{!!XGA :yz:::fCXJ}V{!!X:EIJ: y•f(X!l~{[YI-f(AJjV{>:Ef~B!/} 
~ yef(A)Uf(!J) Ј ri /(AU8) = .f(A)U/{8). 

21) Pri#?~ ft.дтk<:i7~ f ( qq J'lici} 71!! Л"Т~.rl/vr:<lf i J'/N;»y/ G i r ...,..,~:~;..,fr и l'oп«<'v 

. .Jqc-qkQ ,.q.,,1)hf!' ,· ona'q ool х IE Ј? f'OY'и!'llf .;.;,...,ље;> ~11'19 ek: 71'111v. у~ f!l "'lf<>f/ 

.Х oN!1~%f pOQ' c:lti:/o.Yqnft-1'? fv11.tcol7~ f. 
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,з• {Yt:f(AПS)j#-(J'rEAПB :У-=f(хЈ)ФФ

~r{~ХЕА: ~z:r(XJj 11{5XG8: Y•frx.;j) ь 

~ { YGf(-4J 11 yefrs;}=:;.. (YefГAJIJfcBJ ј=> 

{ f(AfJS) Е f(A)ПfГSJ}·. 

Of'denifo f(A/18)-f; frA)Л/(B( jerлf'r., q-#>S'V А i В t:i/';vn;tfлi 
OiMj"џOivi) #o/XIv/ 1 f7: АЛ8 • Jfl 1 ne P7Cirt:r ,6/l'/ f (А) 1'1 fГ 6- fll. 

79 17'-'.r/~CIJ~ щzмiJr'lo o'q- til 

A-·[o1 11 :t1 .11 f,S} ,· B.:::{G1 7;81 81 to} :fvлA'c./jqf:Z~Ii 

ctef!i-ri"'I?C7 .so (y.rse <11'7'9#i'!ё,cin /z.rq/1:9 Ј: 

oёft:;,&.:t~ 7е At18 -р!)"? 1~ / {(А/ЈВ)• pf. 

ll~t./,Z/1"'1~ fГ.tf) ~ {tro}, ј"('1)1 f(:Z) 1 f~.t) 1 fГi,-)1 fГ5Ј}-

-= { f·7· -11 ; Ј %1 '/6'-Vi1 25-tfi}=(-'t, f 1 ~ 2e4ij; 
f(BJ•{-11 Jtg-tfil Glt.:li, 81-!fl., fCO·f2) 

f(A) 11 fГ8} '!f/1 [-1 Ј,. Jlf. 

9 2. #qve'Sn.' l'r)lr!jl!!-r fчn,I:Ctje. crefti7/~ne 
а.; t,i,.ot~њ·vлo ; 

· ilj fqr,mџ/oп ·($<?Н r.t R); 

С) frq".,./<rotjo17 (sq д nq- R Ј. 

. .... 



.. 

~frk!?/f'· а) ,.w.,.toq је ~·1'1ll / ~ 8~/Jf' ~"· 
DefinirtfY7o f'rl'/1~/jc.~ f: tv-'t>JI ti?<iri'.A'Itvno:: .· ,. _: Ј 

.fr1J #. 1
1 

{(12J•!Z:f(fJ 
1 

.f(3J• .3:/(tJ}, :.-:;·"jriJ)i;,},.frл-?J ... 
Dq,t/eo 1 qj:o јео /(n) ~~ c:+f'lл~~no сl'!ф /(17-ff) #lnt~mo 1'9 

j(nf-1)• CЛif}fM). :rt.1..t';ff.Cit?~o <R,Ч.N7~9 / mjv n ~Fv/11 
.ьrо,· Л/.· Ct!!'n ffl~fo!J~-n! ~·1·!2· 8 ... л), lf., -f(л) •1'1/jлrN. 

""'iriJ'e!i"!t:lf аО .,. 8/t~ 
f (NJ .","' г;,.: p,.-/i,tr:~r9лjt" ",У. , по' /'1) 1 

,..,. 1• . 
.Frн;-{1!1 2!1 Jf1 •••1 n/1 .. }•(t,z,s, .. ;, t·z ... л, ... j · 

6) ~A:q ,е оЬ~ ; k~пq 8'PzJ' /l. ~,НI"'Ј :r: lz ll ~t't-1o 

r11C1/tm Drr:Ji :с• - Z·.X.. ~ frlj f1'1::1ёln doЬi~""" fvn~ /: R _"А 

owf'il'ltiqпv #J't:t qлq/,:f,ёp'j9f il~tl/l'? ( ?crm"/t:J"'!): 

/ r :Ј:) • х•, Ух € Н. 

Pr!Мf~;lllђO ot7 prtN"n;t:t;.vtW"!f• / л;,е 4'9 lf л9 lf ~ tpq /f ... н. /'lqrЛ?•" 
~-~·~ /(~).,.. Al, ,.,. ", 

ft'ltJ•(:r~ R.: )'•.:tej :t::•R} •[y•-f: tllf'Y<t:f'•} 'l"lt•(-:0.1 tAOO )• 

То •'~r /z l'lf1ЛJ9 pnhO:Iitt t:;n-*"* w fr ~ ,....,Wл~ #roJf1 
(Рt~Ф!/) ntl~~i'l'f111 llfooJ' t' о'о _, ~· ~~~с fUNI"Ьj/ 4 tZ/f ~lt-YO 
.., ,. .6• c::t~ 

СЈ -W.tc7 .tio (opfll) o'o/ll1flf'Jq ; ~ •~Р 1t i лt~):9 7"' Q..,.o 

~,.,. .Ьrо1' (rfiVW'vl'lt1 ьn..A;.ntfo - ~"",.,0,. Ј . .s)O,.ta.t, ИоЈv же lf. 

o ... .-,....z;..".,. /y<o·f ctf'.::IC (IR, ::ztt:нiЊ .fi'10I"tt Al']l,' ~!"':с .. R ,?). Т~'~.

~~.,•I:OJ' .ll'fll'!6Qc:,7c..- (il~ho Q,to,. Q>c 1 ",.,Jrtt,.o qЬ:; ll! t:t<O) 

st-,.·t:JO -Е' -=- ct. • rt.~J:o zr~ 1 ЛРI". 1 ct.•f fцl'l.tf:IJ'~ .f ~ ~,;.,.,4-qоло ,q 

.~(.Z:)81tQ.':"o;t'i t'Жd'/tJ 

t<roj t:> .§o'tl!t ' "', ii"Cf - 1' Ц 0 Ј /lrof 9 " 10 .1''(/о'. 

То '"' ..,ozeo p.Y,tozofi fiO""oC" G/t;tt- ло 11:/Jif!.o'f!tr:i" ?оёiл: 



r'в7, 
\ ..... •" 

о f 

?l'il'ifrltno Q9Je.l' ~#)t:l11'9!1ft ~n~~~ f,: (sv"lekc/~;fr~;~R. 
То s!ijt:<W' о~ ~ $9 .SW/:0 6 1Z 1f f'tn?Ьf' се R -/<;~,t:vo .t:t9 Jtf 
ь-. arc (q fe ~170), 

93. lJQio ~ fqf,liCXJ 
111 :.rле?&?;<? --~~ll'le f'un~i!- ( sq ct'~ 

f:!eaitr7qft:t). Kom;frщ~f/ 97'q/fit' ~*,." ~,{!? ( ,Ф7е «! 1"7°9'-' 

f'~l9vlf/ и ,koo!'Q'. .sY4i. а: оу nt? or11t:1Vu ~.6нсе Ј n•~ cЬ.rt\::;1 . 

9/<?f~l'? kr/yo(f'7 •. Оо9е...о>~.1~ ~~ !1.1) ~~ :. 

х -1 
-~· 

-о,Ј -~2 -q1 о qf ~2 0,3 ~* 1 
у• ех 0,17 од .о,,.+ q82 ~$0 1 1,:12 ""~ 1,1f9 "2,72 

у :т•е:х: 

!ifФs~ .. 

-f ~4' -o,l 0,1 q2 1 

Pl'\lt1~YIH. 4'1110 .rt:t/'70 ~ito ,tqe~Q,to (a<:IN!:dtffnih 49 t;ornf'm ~6.Ueoi'J). 

'о/ :zq fv/1~~ ~ .re ~ J'IOJI:IYfVJlt 1.1 wЉ ~.~Wё/.if;., proЬ,&-"/1"1Q (frtf?ono1'11C'

II"~tf:r'1 t:''"'""ltlf~"-r" P."''"'"'o~, #e~lo .. , сон,;,~~·,i?~#· ,.~ ~} 
J?qpf'9Yif~ N lo~ul:c> 11<'1 оiтм' ~"" 1/lr :l'vл~?-9· ~.~,.,,.,. h~ _l.mAr:lft:~ 
,a,,;·,.,.,.n;, џ f'qiJ~ 1 Yrђt."ft'M.r!i.f•t!! ~ ~ ,;,~,t:JO,qc/j:>"'/~Ь/I'O~,tx;JOI'7 
(,.,1!'~ ~ .l'f!> ~v 1Ю 4'1'F-v и fV"'!'&"_,.ft/ II~A-~ .,.,.,.u,.,..,...,.t.~ ~С>;+о-АЬ?). 
i/1'1'11' 'l't11b/IC1fl /Jf'l!1k'lri::""kl ,. ~~~ ,v..,~71!'. 

fll) )1'1"11' .... -':vG?/Yo r• ~n·- ~il/l'lll?l"!'irl ,tJri J'9s'lqy1<>1'1fV ~(yl'it'!f' ti.-r-~лJi'. 
,.,.,.,1-lffflf'OМ . 

"" 
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f'V/1,tci-Je f <rrfin;'.scn~ ~ 1( Ji!o'I"X7ёinotr7' х• .Г (Х). 

·а) Oq'N%Itf~ <:lotr1l!t1 .fдCf). 

hj cJqr~q'/f~ .rДkџ fvn,l:cii" ./1 f/ Jl( (:f) / ,.tt:xtevt'7e>Л, 
с) Oo'r;~;:,r.e <G'цр .R (/'Ј ,. ii:r f~ ( .f'J. 

с/} /)Q 11 7i! fJI'cf 4'/ir!eti'/Co/7 v ooll}t:18'v 179 nll:'l:џ ~џ (;$-l;oQ'/il'~) il/ 

f'I"QVV ( ~,!:V сх;У 06'9 /// /;'оК dl''-9f.l' ):'I'OVV) / 1 

е_Ј z;q ):о~ Yl"fjeQ'no#/ pro1'1;en.j'iН!o х f""ni:C/fq ,)r?o Yrђ~/'fo.rt' · 

пч/0 1 ;юz/f/vqv '11"/jatno.rf, 11f!'99/lilnџ Yr!J'Н'no.rf lo'o.rftze> 1/ 
1'-'11,1:r::/J9 .1' .no;tt llt1Ji'rJQI1!'l.- ,· txlJYif"t::џ Vl't'/eoll!o.r;l /1<? C/)1!-hr-? 

oOIY1t"'fџ - ..Wkv17 ;е s/1<-vci~ nq ~1'1мrv C-t, 2 Ј! 

f) S:iv y6.i I'JotZёk rec'/ о fvnkC/ii · .f ! 
.9) A.<t> ~ ;&1?9 Щ 7е <?0/Q (f11"9;lri::o:t-i) fџп~с;јС; /(.:С) 1.оо/ЙО."'7 

lrt!'r:fes sft:',DM9! oclreo'!J/ of'1'!;'1/r.ic~/ i&/'Q.r j<-rn~//1!- / / 
obrq.rjoc/fi ,<v,to se- ,.,~11 :f1"9,h'i(: /'Је>%~ A:>nsN-џ;"sQ/r' /"~'<"Ј-:;·1:-·"'" 

'f}'rt:?fovq ~Ji'h jtt11l:т:/~ (~'h ?}. ···· 

RЈ~6еп!е· 

q! S1'10;.1'9J'Vd/. ofl S't!- 91'11/it ft~nj:r::;jf! .f; Q(o/ti7t6Pn~ . .r-q у = .f С х) 1 

pюfe:Ze "' Ьes;tl'9ji/D.s-,.,t - Ce$'.·~CJ17Qr:/7os:f ( / s- /iidn(!' /' r ~(/qf!' .r/'1"0/'ft!' 

.::С- О6е) 1 ~qJ:{l.tc;џ ~1'70 dq 7i!> јХ>О'rи! 7'i::o o+;-f;i71CvJe' ( f"'l'roQ'I'!o Ј f-'17A>t7~ 

.f' r::~jeJi .rk<~l' l't!!!t:f!nth 6ro7e.vct1 f/ do 7е /0(/)-.R 1 ;er ~Ј .19 ~с~ 

!Jf?t'jvzq ) Yt0' о9 s~b1"7 t"e9/n0117 cro;l.,; Х ( l'~.r/Qyf'e-/7o/? ?'<?c"ito/'17 

nq х- O#ti) ~'IIQI'Q 'l'f!!'Q'RI7 .6rо:т· у ..;.·..f (х) fi"t>j/' р pr>e'Q'.t*v.l.er; 
/ . '/ 
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fclё,l:o/rl пq y-osi). 

lJ) Po.{fo ,tvnщj9 ..f J"e(;'h01"7 ,Cr.:JI<.,t а:: ,Pr/'*'-":iџ7eo o,Ptl!t' rt!:Q/Q-11 

hrci, :r:Q'.trvёt~;if'no Q~; ;* ~~е-". 8'1:'-".Р .f 1 f/ ..t? -/"'л~/~ .11'~-~ 

.s-.tvl' lf џ ~. i>,с~Рю <:10 ,ti- JOJ'/"eiW~,* .,li'Q; ;7: qe> ;e.rF..t9 

б'fiКlNlo~ .rq .r.f~ф $. 1'/Ф' oQ. ;q_.,,t-c;jQ f JX>I"r"irlq ,~.кv ~nv rr~110,1' 
(.Srr?kirf!'9J:1/f 4'&· fR у- o~l J'l'f!!<:l.n'Qy9'f:t o~V~Л..W #~ (ХЈ )')179 ~ft.itv 
fv_.,,tt:}J~ f' Ј~,~ _? у•/СХ)1 f/ f(!O• (-•,?"=). 

с; /z f'<l:ti:j:~лj'q ·~ 6) ~;~· d> Ј" 

".~~.R ОЈ• .svp/(!f; •.wf' ;е·-1--,~ 
;; ·;, 

li'lf ifR (1').,. it?f /' (~) • /nf R ·--. 

ct} oci91~po_ (~ 'f) 1 5""V~:t- Лf11"1Q л~.А'И!" 11i"1#1t771- • 

t:j ~ ~ J"ttl$ft" оо'- CIQ qO -1 олФ vrtj~~ rn!t'C/jb .r IO".rk 

et7 - CIQ сЬ twAi .1 . ~ ~ r«/ff са' - f .:r'D 4 <>t"*J )"" .1 (~) .t".:Ч/1!:> ОО" о 

Ф :1 C'l::l.} (• !oPiini tt11:1/:Sil"'и!'7) ј~ :с 1"9~ оо' q ~ ь ~у~ . 
oq' /'·(t:l.J .оЬ :fCkJ' ("F ,OA1:1/л/1'1/Л/ir1t.-1'1)j ~ Х~ OQI Ь ОЬ ,.CIQ onoQ 

у 1'~ w / (6/ сrЬ .. - • 

~Ымо ~ 'Jf!' rrt~l!t:1~ fv'~~P Ј~#! (lvu' :z9 :z:•-1,~ :z:•c,~ / 

~-~ i у-с :z:t:t :z:teG-11 o;џcz.,:".CIQ)j. у.:о ;zq:t:E(-co;-'fJf.l(c.,~J· 

" ;::ьЊ> ~ .Rtp /(R)-f CIQ i //?Г .f(R) ---, ~ :Z<?A"?~."r-1'10 о9-/(нl~ј9 

. ".,; mH.ii!t .rtt7Jf.'. Л<?Ј~v 1 no;irtqлp vw~norf. (ле f"''''1i · х е Ј( -~q.-t11:1 I:1Q * f\X)- .r'VI' f(.tl) (•r -Ј, n~· ~Ji· ..:r'e R : .I'С:r') .. цЈтт 7'(/f} 

с- ·--~; fџl'f.tw"rt :1' Ј1!!' ~Л:iw:!9 1 ~ .,. "'*..119t' 1'19 с-."" .". со/ 
Мll::fvf,;.,,·. 1'19 .A!tJ'""'""* L''-f;o/ }"!": 

. ' #Q f'lltVii 
У /llfl.il ~ '"~.' r с-?/ 2Ј Ј -ld:>J•- 3'1' ; 

yl")q(- 1Ч1 f (L'-1,2])•./(t~:). 

f/ ·FЧI'f.tt/jQ f" 1' sfrogo ",oлofr:ti'XJ ( net'/9 t'tifervrr/q ~t!StflЛfл~.rfl) 
јЈО C!/j'f!!lor/1'17'9 Л9 /ITNII""91ч ('-t:JO 1 .".оо ) 1 ~~r ,CO<I'/o7? ;t."oi"JQC"ЛO 1'1110'!/0 
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' 
/-QёQ;J:q с:, < '2 < ... < cl'l .ft:l}vlh qiQ Ј"е 1 sfrogo moncto:''> v .r;'t:l.tom 

oc:l (-01:1
1 

Cf]
1
{ct

1 
Czj, ... 

1 
[~, r t110). :z'qj'rq~ fvt7A::ijf:1 / Ј'е .rf!"'go 

moncJЬn1:1 "" ~l'i'! oq' ,;"feryo/q: i • 
~· ~· 

(-е; ct]
1 

{Q.1 О } 1 { h-1-oo). 

Рм~јl ј' л!Jit ni l'qrл~ n/ nel'r'~ i 111jf!! .'1i f'~r!«<iёn9. 
lfirqfi,l: ј: 17ep~.t~nq g/r::н'~.t~. fr/yq ( гliёi:Jn ~џ!Јmј f'l71"9lюk"}1 .s-iJ~ce-

. . ~oof"<#/'lofnt!! о# i;'t:r. 

!!!) Dq _ьi f 6iJ:? f101inam rrtf!dc'!/9 ~e-nq 1 17f<!'f7 <?119/if/c";!:/ i:&flf!1:r trf0r9 

tfl7crli ~;/Ј/1/:. 
(1} .f<::c;•ax4.,..h:i:2rcж-r-d; о.1 ь,с,о'~Ј{ i o.tpo. 

џvrmY9jvt!l и (t) yr.ij'e<:l!7061/ (Ко~ 4'ff l"ft:l'f/V o!"/ft:lfi ~· 71'<?/iA-9) 

/(-?)•D 1 fCo)•o
1 

.fCZ)•O / /( 1ff7 )•-zor;; V7 

t:::tbliv.:tl"'fc:J ( siН'Irn oq' ёefirr" fi!!!./1<1'i:iл~ .;../tnt!'9r/7e ~ ct!fir/ 1'71#f'O:Z/79'fe 

':'"Q.t h 1 С Ј <:/): 
o•""'4rb-cro' · 
" ., 4ff 
t1 • 6« 1' -+'Ь + :2С 1'111' 

li'/ei'cmtjvtlr' ·P_rd'l!o.t:tпi .s74-fCV'7 ( ~/'7 ::щ1f7je-t7e- .ru;os-fil~j~) 

qf.J.hfY<?~ Qt7 Ј'!" о.•"/ 1 h• -t1 с,;.-2 / с'• с. 

Pr~t/71:1 fo1'7t:>1 pa/inoi"'J / (.:r) ,r.rq c/Jji,t 

(2) j'(X)=r: х4- :.t:2 - '2Х (= Х(:ЈС+ 1}(Х-;?)ј. 
' '1, 

<11rqlif:" fv/'l~ift' oh);~ (2) /"'!!ZC" ~ «tbil/ 11 z,Ь~f!-tr7' t?JI'Cifi;i;q 
": '2 и ...L' f'OII/70rr"lo ;t; Ј -Х - 2 Х • "'"9qt? 7~ ~ qo.,rq иqf:;,ftю~> oqt !S#oqr$-)'9 () 

( r/ ~ f:!' х Dq/' i%Y917 hkrY.;:>/9 L-t,:; Ј 0/7q'9 j'"vn.A'c;/,~ х" ,P/'ffOYfl1-

Qi'Q'yq -~jl'- :;r i Ьџt. r-;:t- 91'9/tl: :1" se poлqj!"q ~qo "Jf'Q;Y)' fvл.k/;t:

ZJ. Nr:t St!J~f""'!rrlи l-1/ 2 Ј sifuQC/19 -? <trv~<::tjq rifo ~ I""?Cd'l!!' #Q;f'fvt!/f/ 
/ qpe>ril!'d1ycn;~tr'l gtт:?/ti:'q "Гr.~rt)'cli::t .f', х" 1 -:cP-2:t;). . 
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Pr/m;il!o'Ь9 . .7ct v;ez,Ьv f;rvr.ii'li sftcno r":z!Wf~je ;n::, ;:юtlnol"? ""' 

.тсх;- х4т-.sх. 

о 

1 % х· 

1 л Dl 

у у у 
у t - ,-f -

1 1 1 
1 

о 1 о о о 

1 % 1 .:t r .:t 

/V v Vl 
-1 

Vll 

koje се' 'fcrnj/h ,triY'ЧI;f:J ($'С? s!i,.n;t f- fji) fJ!'~ii'J'Qylj1fr 9Mft",te ne~iiJ 

{fl'l? ,tc?'Q ( J~ЛOZ'I70r!t7i/1 Ј iz R v R) Cf!"9VI"'et?/o .x,z'~-) ? 

Rfrs~nj'e. ~~~ лq ~/vq ff1 f', ff fJrt!rl~'ltw~Ji.t 91"1:1f'i<'e heo.t-;; f'v".l'c?'"t? 

.f, wтini"'";;, S9 у• fCXJ 1 7e-r 4'YI?kr. ~с ,..cql';t/1!"/q.I'J' sq у-~~ .rr7eёe 
f'r:Jtnenvft!!' krlve v пqjvln 7eq-noi ~C,k/; 

21;) Nift' *'l't:IA'C kriYQ rqy".;,.,e gro,n-it l'!t!!'/(t1 T""l:oifr ( I"Jt6'1i ".. I'7Q "_,".c:rm!1бnv 
f- и .1', otlli"t'«!m.t 19 у•ј'(ХЈ- •A-~r;:WC!rni о.6н..t- _f-e Jifo'l'rt!' pl"':r01}tll71j/ve 
ZQ rttrlt')v 'о.- 'f;fY. /l'ijll/l'<:r"fqo!l o#lt~ : F' rx, у) -о 1 *"ii' ~ 1'1!' ,.,..,...,.,...:о,.п· v 

,-!Jit1Yf'v " Jlf'<d?!iciJir f/IFIIIJ' ,.-~flw/1 "); 
hltV (~~vp i'E lf Х lf) ~"'Yf" r;>rcfi~ 11et'e fri'J'-ФiJflo /',· ciii!J'ft'".t$-t:,l"!f:' 49 

yc.f (:С) 1 f1)'0 .т?~,· pi'CYt:lO Г"О'Ј"<:?~Р/1 ·.sq. у- ori si~ krir.v
1 

( s*t.p /") v 
".jn:i'• ~пај f<;f5A-t: .:zw& ~Ь:? ~· ~ ,s-t6ЛcxYI!"'!J' .r.tieo1"91?;b '7"9/11:'9 
?tftJ:ol'1 1''1ZI'J'Ii; rqzmq;II'VI'IJi:? ·(q'p_,tr?zq 1 r;t'/Qro";l-1 ~.k~v ti'<Y.). 
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io/eO"<.I!Yi"71 ,<-r,ri-e !79 cm::bl"!t:? 1', !ff, (Ј / '§ ne prer::t.s:~YfJilJ'" 9~"91/',<- n/1q-.l-ve' 

fџn,tci7e :f'; if!!!'f'i?t~ne .ro у= ј' (Х) i ;н::trq/e/:1 .rq у- o.ri/:rcz fqё,.с-џ ц, С) 

tir!q ~ "trivzm9 I1Q slt)-Qft19 Z t' !2 he.r.h!t7Q~no ZqJe.:Ynic-t'i/7 f«io~ ~1'9-

~/q ~ у- o~r/ ,t'I"~:>Z l<:;>c,toџ (- f 
1 
о) tivt:l .щ .l"rtY~;& :А~ ~;ib/ !flri :rqJ~oЬ/

c)-eo ~с~ 1 vc,l: j't:li'Q/II'R sr::, )'- os/ ~roz .~.tv (а, о Ј ifl19 .rq /:'l"iyol"'? nq 

179 s#c/ ~ lrl zq;t!<:~п/ё.<-e 'J'r::fc,(-r ( "l'"~"сю-т· 91"<1Р~ fцl'!i'r:iJeoli qfr/lm~l7t!! 

sq- / ( Z) - S'l':fl'l (:.С) 1 SQ P'ivol""! 119 slici fi), 

Nr:;pol"7~!1if'l1o QQ .kl'lvq n'l 8/lci I p~v/;9 fџtJtf'Ci7v / 1 cli!!'fiпt~,.,u .,.9 

:r • .f (у) •1 ; fl' :у е R ( pro'lfr::c ?o/V/II'Rn '" х- t:Gi srj~ ,tr/yu .sџf"7o v 

lif.olлof fq.:ki)1 ф.t ~rqfici .s'9 slt'kt:l §'1 ff; 'i /7ft' ,PI'f:Q'~f;ilJ'-' л;'fvпtf't:i-

1џ oc:l 9"9џi"71MfQ :t- ZQtifo f' 

9бtJzi"Qt5vi?Q"j'/f:' .f(oj 1 .f(-:)1 .f(-X) 1 .f(-J-J 1 .f;:c) Jqko 1• 

је-х)• ~ 

97 VЏ/'f,l:c/79 1' '*f!i7/.s'9179 .щ у- f r.r), 1е !ri?ecrrпq r pouno1"7 р!"УО9 
sll!!'p~q). f/qcli~ Qno:t81tё'ki o.6Qit' оуе fvl'!l:r::t7~ q,l:o Ji' /Со) --1: / 
ј(-1) =о. 

Re~v/l9f. ./(Х)•-Ж-1 ј if:re:Jt', 

98 • ~~•.fl,~i ~~ f"vMcJ;O ј" 
(
-х :r.o 

ј(Х)= 
-5 :zq 
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9 9 t)f~~ 7'е :х .r/:1./f reo!nih .Оrојею_ ~ %Q ,ko~e 7~ о :s;.. х ~. 2, У .г.~: .rvll! 

!'e'9/t7ih j,I'OJ<t:YQ 
1 

f'l"'f'is ~s-.fiOI7denФJe у • х 1 fт. 6roJ У tz У tto_11 ~
Y!:lf<:? 6rојч х tz Х eio/Jj~ .- j,qc:t .$'f!f х kyqqri/"Q. Ocl/'/!r:;lili old:l.rl Yrijeo'llo-

$1;' fvn~cifr ј(:.С). 

Rft8tмje • Odl"y/!i:tnQ 99 је 

/(Х)= (уе/ i O~Y~Ir}· 

Ptt/l"?fe-cri19 . (.!z p~_Pis у,. :x;Z lf'?O'J/i .rl"?o .;n:r- o'eflnJc.icn/./ o6/9sf mftu'lo dvf'9 

о./$~ ~ 2 џzefi f'l7t:1 ~~· sti'llp !'et:'l/л;i'; ~119 ;:ю#:Ј oY9/f'I'CtPAS> c»~юfi:?J-9 

q'q flfl' :щ . с-~ !"tН1ltro Х ~ ot:/tpY9'~џ&· r~/917 /lrOj .У· 

100tL;ll l:ofr;., 7;:. ~ ?~A=ir л•~ ~~ 1"'J'·Vt-x2
1 .:kflrтtcion'l_ 

o6!<1sf х f7llf'k'l ~ sкџр тђ N~q/ni-'1 .6.f't)J*Y9 Z9 ,t"F izl'9z 3·V'"1'- xz , 
t/1'79 l'f!l't:l'/11&.- vrije.:if10tS'f (q,to и 179~11/177 ;zqoOci~ ff'ebq ocl/"t!!Q'if/ ato-:

.,V}.,ti:/~170 ~rr.t6Jf! onq'q 6'11 Р1М// 179 ~ Ф ,4;, .6~ tqi:qy .r.Фр Yrip-rю
sl/ :с :zq J:oft' ~q,ћ:iJI:f vztior'1 (' ~17V) req,fnџ vrtj~. Oq/req'/f/ 

~tintctonv oiJ/tNtf r Jf'Or:tl'tдii~ Ј fft f"~o~q,t-cyjeo / -1.lvp yr;fwmи·f/ 1' r.r;, ~~. 

Яfe:.ienjt,. rvn,tt::/j1 чzitr!q ,#:onQёl7t.l YГIJ«Fn~ Z9 6'/lf:IJ:o ~170 (l'"f!fO/hO) .:;с, 

q reqf11ч vrifeo'l'/08'1 6'9171" tt:q ontt Х zq l:oje 7if:. 

(1-r;;t. о).~{Х2 <;, 1)~(/XI<1~(-1(:.X,1)J ------
ZI)A/:0 • . . • • 7", fvnkt::t~ F Фl}9171/'f117'1 torмv"Ь,., ""*'W701' .t~e ~1*'9 oql ~ ~~~A:i7~ 

fџnl:ctJ•· ~~~!!' /l'll!!!l ~ .1"-• ~.69 ,мр' ifa: ~-""М rt»-' «vp А а if:t: ) / 

~1"1ttl1 ( .rl:up 8 ~ ~· ~ p,..,;;toyq .rь.-,Р l'.r:) /li ;wA' l".lc//' vrtjWIIO.rrt-'1' (6':;с). 
,.("о .. д'Q!;J}'tl>q;Qo .F-• foi'I'I'W/Ь.rt1. м~'~ 1~ """"" д:t- 4 fti-1 (t~i:o poo'I"Vf!Jif 

_,!ьlctjr ьq~ ~~~~;~ -9"-'/tёvi-.wt•) .Qo - ~1'<1 4'17 - ~.....Ono ~;• 
fD(f} .r.~f•j/ vctl"'tf1M .6t<o;ёorv :eeR :zq .<'ofr <»#'(«<IJJ~~~~i·~;,,rr.f) 
9119/l~t:-;ti tЬ-.,z (jf!9'1'19 ,н· l7h ;.,.1'7V,q, l'f!'/X:fji:iJ 1ir1<1 .,...,,:;,А, / .to;i· ~Y9JI.I 
~11~/17о ~!rw.flмtt џ.r~,. ("h1~")1 9 ,tod>.."l.'l7 7" ~,.о 1'«!117th Jt.i-<:~Jillrl R. 

JI?A'Y"O pt:tdr~i> _ ~~с:.-7;. .:IЬ111' .- р;.,~ ;--I"CCё,. t:lrfit1'tt:il~ jL'nir:i/1 f !~ 
lf '-' tf, (t:lo 'fff~ 'f.:/,8, l/ ~J'tq,l'q/~ §1.~.~-1'19/l'tlfr- t"'m1#f/9vМ' • .iМ.ј'-6 
~ .rџ ~l'lf'v Gl'ro'nfr #..tol• ~/tt). 

..... 



94 

Pref'lt:~ fa!'f'J~ ~Л;сtоло l'ortl'l.lёJ~ 7е 
Х= (:сеН: -1~ ::c:tr.t}· 

.Nc>!~ Yl"ijitqtqoq {'tn~te j:tt :zq х•о 7 q "'7,:..,qлf'? .rv .:С• f i 

У.. • о :rq :x:•f1 q у~ -3 #f? ~·о. 
1"1111 

Zh::xf! ~ /~ 

.f{X)c {У""'.,,· О t:t} '"'"' :>;Y:s;.;l • 

101. lte,tq ,ех Gl:vf' .rv'" Ct/d!okђ. .6rofrrti >f1 У- <~"k(ll' wt~ ~n 6~frro, 
l'ropi6" ро Aofi'tt'! и f""ti!I$Q)r;.vq Х <1 у /!t!'A'q Јё .s!IJ.~': у At>.ft' ~1'9/"Q 
~nоп .:с р t'l'fff;1"191'1p' f'IТ'G"/ bf'f!l; А-ср' лlfi!' l'l'!'f1o/)'' aqt ж. · ~!'e'O!i';' C/~m!' 

pq~ с:с,уЈ. 

R,н:enfr. cd'~o d:l ",. ~· о fX'I"'Y/,."t~ о6!~ 
. ' 

(111) 1 (8,.Ј) 1 (4-1 8) Ј (~8)i r"ll,'?); f?;7)i 

(~8, 1'1} i (~/ f'f)) (fCI 'ff} ј ifct, 
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Rjeien1e. CL) Vx-2 .7е rtiO/QI7 croj q,.to i .s-cmo q~o fe х-2 :;:.о1 fi 
х ?:.2. ,PI'~ fotr1e fV/7.-tcljQ ,е Q'.yii?/$QI7Q zq &"ve l"eQIJ?e hro;-erв х 

~ji .zt:7ФYO~/"' w-"Ьп 
2:f:C<e:+-oo, 

.6J.I(JtX=2 Jf! reQ)/?17 1:11''0/ .2'1;1 • .svt?..Ф .:t' iz , Н С J"er .re ГQФ ·о лttp:lri'I0/'17 
.to!'iФ7(1) fX' те 

С) ~11q/c?117'0 ,tqo роо' Q.) ti"fQ!'f10 

Еж- [2, +-оо),(~?)· 

e:t) IAI19A>91'fo ,tqo f'CIO' 6): 

.Еж •R, (zW}/o !) · 

e_.vв~v&-· Ф 1• <1'/tif!?lwtle .s- лvlal'f1 q,.o.пk·f'~ t;,.A-7v~o (~ ! ) "' 
8k&J~V ~ 1 -fo /"?ot"Q iJ/fi 

:z::-:2 ,-.о 1 ђ: Xlf&:Z i q(;>,t~ 2{t.fЭCI')1 f't:;? Ј'е 

$(f')•~\(2j. (•{:ce~::z::,.t~j-(-oo1 fl)U(2,fooj. 
f') ~qrvd/ cfl7 Jil ~-1-2 "tro :zq·.sJV,&, :t' iz -f C&l,t Ji!> :c'r:z >о :zq Y:t:e:R!)

1 
fo 7i> 

9)- .д:: • V.:t'-2 ... !'г1t1ftM cro·r' zr;J q;'- · .-. · 1'1 · • 
li' ,- " . ""' 1 S~?no q,.,. ... Jtf! ~"Z-2?;c v :с•ој1 fJ· 

Jie-1" 1~ E:r::). F:z:-{с} U{2,1-oo),(.jq~o Jif./'Co)•o; 911 /('f) 17el"7f;' s,."ls:/9 1 

п; 1/~1'1'!9 v).m.t:~l'f! cil/ 

2 ~.х ..:;: r оо v х-о (~ 
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с .PI'l11'7Q' е;; /1701"Q' iJif/ 

х "'t2 
/z (1} / (2) s/!ji!!q'i ci<? је 

Е.-:: =[ој џ (27 f ~)· 

i) i'N!I""19 h} ~orq iJ,:f/ 

7<X<rOOVX•O 

q-// ~ !fr<>rq IJif/ 
.:r ",.о 

rr :* qf'~l;~л;~ 4' л;",OI"l !S,t;!f.lёet7o џ ;f. 
/;z ( 4) / < 'r) s//ft!o'i с{<;> fe 

Е:с -= (21 r t:10) • 

(2) 

''· 

(S) 

(lt) 

.тЈ ~ ја req)117 ь-о,· q.to ; ,qi'Jo q,A» 7~"'.::с2-2 ?:-о1 1Ј: х•;, 2. #о 

r.:z::t~:z;..,.. с/х/? Vi)...,. с-- <Х~-~ v vz ..-а: <',.ооЈ. cs; 

.чec/v,ttirт1 fq~ ,.,orq iJ/fl (zq.ifc ?Ј 

.:r~-2 ,-с. · 
/z (~) / (G) sli?W/ о9 7е 

Ех • (-оо7 - v2)u ( fi, f- оо). 

(6') 

k) V2ra:--z-' ;е ref1/911 6rof q,to i 4'91"10 qjo ?е 2 +х -:cz ~ о 1 

ri; zll-,:~t;~:Ztt;OI 1!/ (:I:.f?)(:X:-I:t}tfO• #О 

{c.:rrr;cx-z; lli" }...,.{[C;;'~-111-0J.II rx-:ztEoJ]vg~.,."<o)/1 (~-z>o;J} 

<Ф {[·t~x~:z}v[rx<-1JA (z'>2J}j 

<Ф {(r.ef1,2jv(:rc r;JJ} 

<;ф { xe({-112jџpl)-{-t,2J} 

~ [хе[-1,2]}· 
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/'l't!rr?Q. foiТJf' 

E.:t; - [- 'ft 2} ( clo t:1YOfl9 .nt 11fXJ9/t:1 ofx<l.• r pt:ll"1ot!v l:rv. !0Мёпо9 

n?elactt:/ il/r:t"''t:~лje"7 ~J'<o/l',l:q .f'-e У• 2fo:r.-x.2
). 

t) V .::::- .:.:.4 l'c. re~~" ;$~"<>/ q_..tt:. / ~то g.;Ф fc' 
.х.-х.4~о; lj- :c(f-;::l)- :z:.Ct•:r::)O·nr:.);.o. 

. . ,. . . ,__ _,.... ~ •. , ,,f- . ,..!...-.t li' -L'- . l'(i!:-
l~::, .. ,~f~:/ /"::lC/\:J·:/ E):t,j•;y,e/J;;;;l~ .._....".,_. jt:-..., ", / ~ 'f"9й/t.:/1/ 1'14!-r.."..., /, '/ 9, •f'/Ojc/ ~'" 

~ (Јђ' l?('!,.t'/' afliS'I·м,.,ot:l) Фhij!' "' . 

(х-:с"~ с) <;::f!;,>. :се(··"'' -1}Џ{Оz1] pq 7't1 

Ех"'"(- c.a,-1]v[c, f]. 

~-~;.",;е~' .. 
Q:) f(X)-2'1'- V-f- (11-~i ј V 

1fo:X: 

. ' (.~t-:c•)+ 
Ь) $(:.t:)• ~f- v.f- ' U 

ffo;J(; 

CF-/q·· ZI'IC<!i Ј f q io/Q i4'!
1 
1~ li tS'f'?i6-/<? {-$)~ .t. vf 

(-4)~ (-Э)?Јi 

~~·· <:t) ~ (•(11-~Jf) Је NIORI'! #rDт' а. 1 G. а. 7il 

lt-:z:Z i!f.o 'fi :с~~~ • No 

(X
2
t;'f) ~ (-2tiX~2). (1) 



i1.1~ .I"'Юro 11/li ( :rcl /о ? ) 
1f.x.;ro 
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/z (1) t (2) .sitje•f/ а'с;> 7~ ~: · 

Ех •[-2,-1}Џ(-fr~· 

6) Pf'tii'II?Q <:t) . 1'7D!'Q .Pif/ 

-:z ~ XfiS2 л x.'f'-1, 

С/ prt!/'f'IQ Zt;-ll!Ji!<Yf.l Z90"9f;t0 

:Ј: <З f- VJ'" (t:t:~ 1,7Ј < 2). 

/z (.Ј) i (.lf) -1/i~Ф' 

Ех •[-:z1 -1}U(-t1 f/i). 

(2) 

(.$} 

(t,.) 

No~ЛQ. zo ~n>rer Л<l pifonj/ џ h} (u,to/t"l'o лtm и ~17~ 4"1111711' Oa'<J01'0-

rilt') ..toN4-no /Ј/ 61Уо prrx:tfqftj• /!9 ,4"/~l J"Qf;f.AV~#' .Ј .'~DtiЦII'IiM/A'AN.7E 1 

AN1'1J.Ct;Ailt1'.ЧMAN.7E iz k.o/;9-!' AI.~EB.I?A zq Q'/""91 /'9:ZI't/O' rt/1'?1?911'1'?' ос{ 

ovlo~9 o'l". l), Kf.I.J?EPE / 8. ,.OAVLOV'IcA • 

с) :z; v.;:;=z !41t ,--,+," 6. с:. ; $. 4. 7с 

(:c~-:Z)~c)v (Х•") 

.Т/)":f v.r,htot;> .С < '/С'Ј / ,<.'.r,IO~ ('G) l l"ff!"O bi'l/ 

(Ј!: ... ") v ( t:c 1 ;.. Vz) .11 (:Је-.: fo)1 

11 • (--1 -V2]v[cj џ LV2; fc) .. 

V :JC+t ;е Nt~>9,+;w, ь-о,· ~. i .r. с. ,.." 
3;1"1?; с. 

ZЬо7 ('6'/ i џ.s-.i>IJ'Q' .х е {tc, 11, • •. 1 2с ј 1 
J"''!QIV hit'/ 

4:€{1o1 tt1 ... ,~ }, 

(5') 

(6') 
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Е2 • {101 ff1 ••• 1 20}. 

V х2- :2 Ј'е reQ./Q/'1 hroi :rc J"~to .::с tz ,f?' pQ 7е Ј :rЬ<х; <~-f'·b к;~ 

х € (20, r со), 
· Еэ • (201 r оо). 

Pr~rr1q -lotr~e fX>CYrvё,tr ele./l'пti:/Jfl f.tn.ter7e 1 7е 

Ех •r., "E'z џ 64 -(-•1-Vi]ll{o} џ[v'21 to/V{~f2, ... , tВјџ ['2t:l,+=)· 

о') (f- х- ~) f ,.. rroO., iн-о7' .:t. ,· ~. а. .7*' 

t-x-W ~"' 
'\. .... 

J't! ~" !Jrof zq 4'V'Q~ 

.E'z • (.;.со, 1- V2] 

·""""'"'JI/?'"~-

х i'z ~ r~њ ?; _pq 7'tt 

(?') 

fPJl-· ""'""'" ~ •'Ј fw?""7'; ~~ """""""· 
- ·"' 
Jr7dei'!J~. _ .:t) ,.t'QQ)t ot: rCJI.S'/e ot:l' -:z оЬ -1 o11otq у ~е а<:1 2 r V:Г r vz,:,.,O. 

J'и:li' i Yriro'I10Sf 2r v:r) 9'0 ..;. Оо:., а ,fqqt? % ~$~ оо' - f qt, 2 ;у I'Q.rn
or:l - ~ ..-о :z.;.. v.;- ( c:,O"..,.Yzи:l/ • / yr;~"rf 2 r v.f) ( zW'/o .i') . 
",.".,...,~> ,у,".,~ /~ ф.~ 

.f ( E:z:)...,. [2 r · ll.f, f со) џ (-о;, 2 f-J/i} -~· 

Ь) A1'1qfc1o r9ri"?Q/I'C?1'1/.,_.., p:to pcq О) 1 zq~?'ilё'fei"'I о'о 74r 

. ~rJVJ' 
9(E"x)•[2rv:i", r со}Џ{-_оо; 1' ,~-v;g l 

~е. ,.. f + .э v.;-
1r '/Ј. •/(/l.f) 

L-· 

Yrђ'eo'!'lo~f rqrk cl'o 1' ( v.;} 
Х I'W/'t!' оЬ v;J . 

-.... 
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С) ,kl:r~ Х 1"11-fe оо' -со Q(:. - V2 oi'JC'/Q у i't:lS'/tf оо' -t:D qlo D 'i zo 
:х:. .. о Jt!' ; y•n i ~ :х:. f'Q'S'/e oq' V2 '*' fo oncto у rси"Ј'е оо' о о6 

to· Vto 11
- 2 = fO v.98 f ~Q ~· tCtf!'lfi.l,;.·.:tf'?.,# ~ 

. . . . . . . . 
У• V111 Vf2"

1 
VrJ1 ... Ј Ј/iё1 Vii"i j'qq!Q .:t:I'O'.I'N W fZt1 ql:l +СО 

e>I'/Q"q У f'QIS'{iP oq' V .:zc.2- Z <:>'о "!' .... 

Р~9 l'orr!e iii'79Jf'JO 

f(E:r:)""' (-Ф1 o]U{o} 1./[о" ,.oVi)v(V!f;Vf.F,~ ... ;Vif)џ 

U(Vзes, rco)•(-ccJrt:D)•~. 

о') г..-nkct7i:l :х:,_ :r: r2 - ( :1:- t / f ~ ~ф ot:Y r t:O w ~ kq~ ()С 
f't:ttrfe oet' -- q/o f ( 1106' cfo?• ле tЛ/el"'t:8'Џ.le Z.ЬC1tf1 poqfovё;P '*flп/-

Q/Jf!f flr'rt ;t-c/;11! ·.---..---;- ,jrl-!1: .. 
tС'ЖЈ• (f-X-1/2) rvl%'-"1/+r. 1 &:,tf:nO'S'//fkl'lf'N./7;, 8'01170 

~~ t-fi). 

r<.~/'l#iji:! 1~-11 Y.f fq,toc(tt 0}'Cto0.., inflf/"II'O'Iv (-оо1 f-fi'} f-fo bi'Zt!! 

o<t :x:.Z-xr:z (ti<?JOOI"tem';.,o c:;q ,t:џп.l'q;,i:, :r'-::~:" 2 fekv ~· :с•о 
. /.:c-f/H 

f'i't!'/t:1zi iz о~п;q џ !'OMl!V'fj• 1 .ro;'Jo?) .pq t'finiJf'Jolлv vrl;«лol'r /1С1' 

ti1-ft!!,.Vt:~~ (-со1 1-Yi'};o'o.sl/ze /zf'Q'z (:r:'-::r:tz.)j v{Q~):i:r:•f-112. 
. . l%-1l+f 

. " 
Vri7~/'10.f"'f j:zro:zq (f-::c-V'Z/~ оЈХ~Ф oet' +оо q/o о ~ 1/С ro.rr~ 

OQ' -"'" оО 1-~-

Premo ~е 

/'{д::с)-[о; 1'<») r{v-GrSVi/ +оо)."!" 

= LV-Grs.ff, .,. оо). 

1\1Qpotr7el'l9. SJ:tclrort/f'~"tM'iino) 91'9/ike fџд~-с;јс, f'G':r/1'19f'1"":1'л/n ""ov0177 

~l.t-"'1 p~.!Jno је kc>"t8-no yr§if/ s-.tti:::/?'Qn;9 9i'Qf/tfq prt/t)oЛ7 

o::t.;.eo';~nj? st?)o {vнl:ci~ . 

.,.. •. 
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~ /GJ>!kr/ Jt!cfлoi:«f. < лt~~'џ ~~o~s;,· {;~,<-ciJQ / / g (clt:> 1/ 

~Q'лq.te il/ ne) ц .r/7"t:len!1'1'1 .,j"ftr-cq!en.mc ') • 
• :1 

9 ~ 1'1/1 2:С J.l . 
а.) f:R~R t:/eflлii'QIJO .st1 /{х)- .ri11 :x::rccS' :r f - 2-1 У :ceR1 

l· 
9 : R-,., ~ q'ofii7i$CU1o 1t1 !! (Х) • CXJS'9:;; -4'iл "а:!- ':1 mfk 1 'f х е ~ i 

· . . svЛ12x 
!Ј)/:~....".~ tttlftnl.sr:;IJo .sr; ;r:c;- .rin ":cr.lX1G+-ж..,.. 2 . ; Y:re;A' 

!1: R. - f1, а1} qeftni:svl'/0 4'9 !1\:С) -1 1 tl:cftX'; 

С} fvq~e 1 ,. 9 iz R 1.1 R S.f.l о~,а, qlef/ni.r<?IJ~ 

ј'(":д::)• .s-in2 :x: r cos~:c, ;'~в~ 

q') :fC~)· W -х 7 .f7(X) -о; 

е; ј(:с) • Jl;2-х 1 (V'~ ~1) 1 ј( :Ј:)• о i 

~'est~")e. а; noo-17~/ormoc;jol"' Ф..61Н;,"'о 

, ј(::с) =1 1. Р' х е R} 
(1) 

g(З:) =1 1 ;':;се ;:г 

/Jq .6/f(lnfrc:J,e т / .9' .6~е ii!9'n<i~e ( 1 •:Ј Ј l"''orqjџ .6tt/ r~vлјелс; ою 

2lf/ М;esfo ј;Ј.Тf>~~ 1 ~Q' .nit tfq,i'e ~y!IIQ,.f!1'1/I"X!: fr.tn)r:(;f:.. 
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tri џs/oru ( i lr1l170 OtR;: 
1• f / g Sџ clejiлircпe пс; 1ilom siЏJ'"' Е; 

:г• ј ; ' //.t9;'џ ;:r~ kot:loJ'!I1ene ; 

З• /(Х): ~(:С) :rq .rv<;>..Ф :r:. iz .Е.' 
\• ,: . . --.·. 

;r а) / po~/qv,te ;zrџrqf_";, skjiкll' qtq 'w ~ lrti ~nvl91 w-)JP.::> 

:zq ~ofrq~o~f {чл.fсi,О .f / 9 i~f"/11/lf'~'ft':f · f'9 Ј~ 

/•9, .. 

r;: / ,~ Jirdлt?lr1 f'чп,kс/7;. g. 

/Ј) f·/ 9 лt$-и. 7~.dnt?h 1 7er .rч 1irJ /:txtt>l"''en• rqz;Cir". !Jq 1/tir?Q/11 

s/l:te ( s:~vl"'"'e Y/'lji,ot,,o$1/) J'e.:lnqke-? 

с; NiJ~ 't'6-l'vt7P vs/.:tY t• Ј ,е.,. fvn,tr::lj:l ~ ЛIЈ;" _ct'efj/7/&017'1 џ Х•о. . 

. :Jqfo l. .f .,. !! . 

rtJ f i 9 itt q'rfiiiJS'Qлt~ 119 ,R i ti-19jv feq$~ ј.оqЬ,_пе 1 tM' t!ife 

/'4'f'Чt1itl!l17 4{8/ОУ Ј•, ,~,. 

:lf':c)- v:;z -:х ... f.:r.l- :r: = f о' х ~о 
· (-2::r:, Х'(О 

fX? ,г :1 + 9· 

Prtirt;i!fil'?o clq 7;, /•9 лt;t /n/ert~q/v fo1 r =)• ~ (ifr, ~·,h:lre.l'fлJJf' 

pt'rt'!fi /'/Е, ... 9/ Е~ 1 .,-;е Jift .f{E1 fvn~j9 (r<~r~"~-O'JI'91'!ft::ёn;• oct 1) 

.",.//n/~1'19. 8t1. (//Ef) (Х) • ј'(Х) 1Р1 ~J"'::',l'Q :Х: "Z 6,), 

е) zo з: :;>-1 t'rr!ql"ll · 

ј(:с}- v;;i -х• x-:-z-o1 

0'// Ј"е ~pef .f f 9 ; 7"er 7ifl 1д (.f) .,. !д ( 9) ' 
(lfq Jf! fi)(/J <; ifq 9(9) ?)· 

f) :f ,s. у'1 ;'t!r sv /,.., l'fXtr~Jq d'7",;,,c;7e. r..,z);cj/Q 
1 

(.SЭ(:I)=R'\(0} 1 f}(g}=(o1 :1-ФJ). 
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11 (о,.;. а>) • .9f(o1 ra>). 

9) Jr#: g Ј J'er sv i~ oblr:!.rli i:/tJf/nirql1o.rf/ /'1:1.zнct~ · 

1!) f:;: 9 
1 
7~ ~1;· /;Qr ~/'f e!el"!et7f (џ о~ s!џi!Qi.t ::r:•1) а в Е 

'fqk9V of7 ~ .f (CZ) .р 9(Q.} • 

;vq;:oмlfflo ј: r~Ji:? оУО9 :zqr:lqf~ .,.Qjfl.t:l/ џ;:o;rorenjtl qq fn~tЬ:t /Jili 

oprttzqn ~ r"Ot'16'(or~F .{#~ i P,.d r;n<7f'qt1ft рrоЫ~ YI!!IZOr!ih 
;' ' 

~ ftmkci~ ( poj''t:fm). 

1.2.3. Grafl~ko predstavfjanje fankcije 
29

) (nekih 

jednostavni;tn funkcion. zavis. Ј 

@#crcr.fqjfe 9rc'ft~e oyi/7 fЏ/'1~?: . 

. ~j'(:r:J•2x-1·, Yxe{o,f;'>f;'I,S,Ii}i ,,,// 

ьј,//(:~:Ј • :;:r:-1, -:;:r:-1, -fx-o,1'; џ· 

cJ)"r:c) •2::сј.. :;(x·tJ~_,/,x2rz/ :Z(X-f}~r:zJ X-
2
-1-x..;.t; 

e.{).-f(X) • 2:С-1 11 /2X'•t Ј' S'!'l$11 (.E:::L.) . 
JX'f2 IXrZ . JXr2 1 

.6.) . ·, 1 ( .Ј "' ' 2 (1. 
<::Ј f(X)=rv- rrtV- :C,S.f) е,.. Х ј: 2:t;-X ј 

rJ f(.:r)= +v_t_UI 1 ь- 1 f2 '-' v r-1 tr-11 . J.r.Z-z:cr-1 эr-z:r:-1-t 

29) }'~у~~С!. џ.~v;,.о.м l''-'/'lkciJIII ~ qt'lt:Milfi,t,;.., tZ/"Q'_.., (.,._,J#-k:lп 
fO!"rrtv/ЬI"f '*'llijftl'IWf1 --)fly"_, 1"1i!'Jtt'*"" (IZ оУе jl/ omr um,~ zq r(>tr#~ 

' ' ' 
ot:/ <~'"")'ll'tC:.hk /<o'l7tl'<:tfi?, hfl!! pNI<tl"/ti>Yfo/v izr;i:tl'h41' h!WI"jN17dt'Mi7;., VS'J'04'~rjlfлv 
~"'~Ji~"~~"'J'f:o/1'1 ,Jt· f'D~'It?l1/l'_t:lnft,., S"'!'Иiл~h • лr;llfrrtqlfcq,.Q 1 j}'zi&:;y.",. #...,;.;;..."; •.fl:lлo4 
rrtlfff-9 1 Jjirci"J'/)Q 1 il'fzl'!11fi:'"9 i ~ ). . 

.... 
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/"' " . 
\ ""'!"' 

S'~ t:f'el"lo ioc~e ( Xi 1 )'ј) (i • 1;21 .. • 1 7) щ;crofqf/ ( J:onsfritl~fi) v 

Oej"o!'/ovoi'IJ ~vr:u.;t;/om ~rt:.f/m:,frюm .risfemv :(:Оу ( 1'10!1/i SI"'I J;zt:;,61Q• 

fi i neki 4;'<Vf7i si.;;,..ztDm )ct:>ГQ'/;?qf.:, k~o; 

.tl'/vo/ti1ii#i- s,...oecvjt"m po/qrлJ) : 
:t 

11 -----.., 
----1: 
----, 1 

' 1 1 
---, 1 1 

1 1 1 1 __ , 1 1.1 1 

! 1 1 1 1 ' 
о _., 1 1 1 .1 

1 s 

Q fin/ - s~et::~j911o tt·Q.S'Ov9!/ 1 

Nf (Ог'{) ј N2ff; 1)} ~ (Z,J) 

Н+("'$) i H5Jlt;7}j Hs (~Э) 

н.,.r,_, 1'1). 

Ь) rvn)'cij:l .f р oetiл'i.ronq Ло /Jes.h>t'JqC110m м)ј,џ i rimti ~ 
1'9Z//ёifi)! YrYJ~I1o$"f/ ( ft.-л~/Jif! .s- ~;iin ~ _,. "~""" ~vti'/ jl'l"e~~ 
<k 6/-1/ ~lim&т:мe /1r? ./Јн..tолоСtют ~v i,PI'mtf~·~~~no l'<?r)ii/?Yl! 

Yl't'Jf!o'Лt:>8~'), .Jn'no 'fr е,Џ ft' ~t:fe ~· ~frfi' rq_,tyt/" """~сЈ;#Ј' 

Jif:r J'f!'.' То oeS'~n,·nf'ni .s-А'чр -foёo.t9 J"<1vлi. Z./Jf:Jt! ;'1:199 лr IJ\';'0",?4;o лe)r:t;f;to 

ivё17k9 Р,7~ f'I"1Poo'9J'v fj/*f:ф',tv 1 fe ~ 4I!Jf S,P,... ne,.to,.:, ~ ?9-l,to/f"? 

k!'/YV/;'of'17 (t;f; Ji' fr,ё,~:q f'~'«~.r/9v?t:t1 v 0~1"'! ~Џ, ~1"/Yt.- /) fof:llil'tlit?} 

.r.tvl' S'f! S!'?<?,W, 91"9f!i:o1"7 ~л,.tr;J- .f. l/Z1'7ei"'!! /'1fi'.Ф.Q;to Vl"ђi!r:Y/?OIЛ' 

Qf'II!Jvl'?rnf9 1 ~/"1'1:1 ~~v YNj~osf fvn,tcili.!> / .sv.,fqyJI"t'?" 

''• 
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fobj/cu ( :ro dafe /ineQмe fvnkctje): 

r -1 о 1 2 з it 

2Х-1 -з -1 1 .Ј 5 7 

-z:x:.,..1 1 -1 -э -s -7 -9 ., . . 
. zX-c,t ··_ -o1s -о,1 4't о, е ~,. 1,9 

Љ:rnofo 11:, Qt? i~ 9ro,lik C191ilt fvn~cj<::, !J!'QVo (po:ri'J9fo 7е а .rl'll/!d'!,#rA:>tW}, 

а provo 7е oCI"I'~ef/1q S'9 '*?'i!o ;'QёЈ:е 1. ро р '*'YI1?i7o nq_crfol/ ро dvtje 
ocr'crovo"o7vdeo fl:lёtf~ ,· .l:'roz 17fiђ po.s-fqv/f/ f'!'ovџ ( лopoп~n/ftl?o c:>t> ,е 

nqjSVI'Gt-S'hoc'l'll'ji:: nqcrlcrfi fctCkt!! Н, (оЈ /(0))1 11;('-: Ј о) i Y·"~ . .x.;-h}· 

у 

с) 61"0-ft'ke ~ ctjeнi7 !'ас. fvnft:/1(; 2. Ф,Рп;Q ('ё?јi' orю///l'b,i:-1' · 

tZ/"ozl f'l'f!!o'sfqy?~f'v J'eQ'I7Qёil"!tt F1'9lю/e} oti!Ь!~ ~ 91'9/1".«1 

fv.J?kciJe .f (:r:) • :с: ( ~ f!Wfq ;в At::>r/itt17o Ф~"ео»-. v ~e""v f".l?;/'ciJ'v 

/ .SQ fџnkoijol'f'! 9 .kojC,/ 1е <frc!/rit' k..6:> 1'1/!?et-M/i hpr. q~o 7it лОС!'~ 
9"""7f/A' :f'-e 9СХ') qЛQ'q ..t'f!I9"9JY/:- ,4'11"fcvj~ /r.r)=-5(~) o'o..6;vq 

sii.,.,ef/"i7or? v cr:t11o8v 1'19 :с-о8 1 ii/''J;t:lf/:t {W~,fc/ji!o а· !fC:X:) (4>-О) 

Ф6ivo se iz 9f'Q1t,;tq f-t!! 9 ~V?.rieZ9~ а~/"' y-o#i crJr:o Jf!!. 
а.. ""1 0<1'17011'170 .ffl!-39'~ ·оР, Jfl а.. <"1' 1 .tl/ ~1'9/;'~ fvпkc/7e .f (-Х:) 
ctoc/vq .:tl! si11'1fl~frifьt? (':rм::o7ie",'li!:".,) 91'9lili:9 /rx; џ o<rлo.sv ~ >'""si 

/li 'JI'91ik oi:l, ј' (;:-а) ,_ФЬlи:, se p::v;;C.:,I'7.f'!J/'7 91'9pi:9 оо' / (::1:) џ 
.!"177Јеl'џ х-09'1 :zo Q.i ilid;rqf/:t "'1' 6.J..fr.:c) qt,ьivq ~ ~~'cq~fll 9/'Q· 
-li'kq <:>О" f'r:r:; џ $"1ј;,.l"џ y-rнi t:ZQ 6. 

.. 
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:l'Clfin я- lf~'"f!ci ttomp/f~YQI!iJii'l fџnA'ctj(l QЬb~7il Cprib!t;пo) ~,.,ь}iю- . 
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.32) ~ otl tiOjpotVJQitj/11 /<ll?kt:.'j.;rЛIJ dq,f;> fli!t д";.;w'~JW"Jt;t Ь~ Jlt 01'17t1Y t0t;9t't'/~q1 q 
PIЧIW~ /Vo?~ /(t~:J • log а:. ~IЛА:9 tifl:iiiнt џ. lof l',trM Ј; hlrVI!II o<t с do ttJ (JI!r' ;t 
~ 10•1) i 0119 ltl!f IW/ofJJz,n~>".,!'<.IIМ/111» o'!JIItOI'fl t:lv.i/i}fl f оо' .tojh nq,t,' o'm· pl'f!lll:н1uf# 
to,-,,./11'1fl' #ro~~ rc p;;k ri!Н!iь _, !W'A;oqлOfl'l. · · . 

~ . . 
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"'Јеl'ле broJ'ttlff!: vrtjilt:P1o..Г/ fи11kcl;i!!- ."1JIN"e"e tю061"QJ101"'J 7i!!0'117/eo"7, <Ht 

ло Jtrr:rт: "'t? t:fџZ,no 1711' 617ilfillмo yrt78<Мt:лr'fi :f•·•·?~il 17«/0 rri7tJ<:I.7o.r>'/' Q/'tp

mt!!'?fo. Do.t~ nq .,tv,.,.ь=t7'8'ko7' r/:Q/1 O:ri70ё"...,e' tt'tJ vri7~no.rt'/ X-Q, 0 

v"IJet::lлr::ur..t fиrт ,tc,7;, "q ltt.~:l~o l"''.tllfrtн/1 1 ~q,;.,~ wZ,hq otv.ii-ьv· A>.,q .... 

f'l"lptto'q loj y,.;fwл9sor/ Qf'91;;1"1t~n-/q. 

Pret::l4'.t..vz<:'ftмo ~i'Џ>dno8n' /z :"q.6Aoe pot:l f• /Х' del"?o 1'Л?о~' (t.tzt/rt~/tlf:J/· 

zo. Jeqli-ft'cч- 1 Cd1) : 

..,Ј; 271 Ј; Ј'7 
Т Т.~Т _ 

. С 1 -.ii'.~· ""' ---_O.o.-<o~-.... -...,..,,oo-.q~~,.o-;=--------:r'""""- ... ~()~' ,f,r 
.. .н.:r о""'" -Klf;.t•:z,~tr ... . ~ Т 2 Ti;i" ~"2А··· 

С) С~У?'9 ~ с;(;~ cWV~ "..,.", ~ l.VYtФ: (V ~r11oJO? .r/m-u q0.6!_7<t 

' ~ ~l"#t:/JW,t;q 8p!rqf9 : ~ )· 

@ 6r9fi<i"l:i Pf*I#QYII/ &i::/.rfqv <1'1'1/•,.. .Н) oqlrr/:~1717 e:t.;rii'Л> .n>M 

v. .rl;ff!dedtlrt ~: J"f':YI ~ .1' ;Цщу' .111:7 ~ ~ ~~ f Јо Х / ~ .!/ Sl> Х • 

:fJ"t18eh1~: ~.iiC:WIW,. f;ry. r/"t..'~n~д й' fr/li/1t!'91'/?"i-7 ~м-~ .. '""~li' 
.t'/~""' ~ ~~~."" ,('оtЈ/'0'/лqј'л/1'? O.r/W"101"? /JJt'le 7lf! 4ti$Yq/ Д ~л/ 

~ (пр. ff!Q'~A:I~). 

~mlf"/11'7o · ott 7~. ~ · "'V9/:'ol'7 ~...,..м; ~,{;> .r1'7flt'F,Wл ~ ;ьо ~,., 

19"1'9vлi оЊ / ?'о ·eqv 1 '-' Y~"ltV Ј' Лtr~ 7*' ~/'l't::ll!n!r/,.rm "."v ;o..-rl 

SQ~vm~ , ..,.,t/tr 'foo" ( f• l•o)~ "' ,..~ .f ""_",,: ФЬ 1' и rhv tf r~· 
о?о. i9ii-te #i-9л.е /, i ~S"/qYJjiiJl-' "l'~i-i19 o~~r 4'""/l!v• 

.rt:tЛ?I1 ~97t.t ~ttfqvnih O!i~.Ьyq ( l / f),~ f/ t:~џ-Z ~ 8'ft'q111c~ ft 
r! • <7. Al19/o9170 tl19 OG/9/e .s'fr9пe. 

$/r9t?e ff"ot.!Ji9. f,.ebc ~~i'/ 119 10с "'7i!'ЉYQ 1 с4' ~ Л?! ( !'Qcr/ 

'frq'Л06'f9VIJO<S'rl Cft/ql"iJO) ?V:z<1i'J'et7ifl I?C ?с OIJeofoyq, Zci'!Л, ki'O.% 

#;'A:?N Q'!OЬf!nv -!Qё/:'џ fJCIY/9ciP7o f'<11'9/e;e. 4'9 09f?orcf'o/v<ftir7 J'I'/'QЛQI'"/9 

И} rq~/!Jrohlrl'fi ~ '' JQY/;Qjirf 1.1 /,111'Ji7i' / 1'1•/qkr<;t?i' спр~). 

• 



1!11 

. ti"Ot.!I:J/C! ( Гf1tX}l.l .;'е уџс/,',. O,/\Of'I'!ICe). 

Т9~ otoh/vc,1'70 (Qft> Lt:l'/•7e/'#lo JecYI7t:7tФs'/I'QлidQIJ fl'r:lџ;ciO) /QбЈ:џ 

Т(.ТА •.1о 
1 

I'C• so1 :zo) ~Ji? ,Prtf!:t:;(r?q)"1l:> С/Ь/!Ј.;f<?/~ј #E•.It?.f'"'?C" 
;,.t • ·~Ј, 1•#' 

/Ј• t>)
1 

С( r•d'0
1 
ff• о1 f•lo), llct/ё> w~~ .t'~~ .roџ!Ьv""'f! o'/-

:fl:"tf:7 џ '~'ој~· 111'1:1?'-' h#?"'1 fiYџ~;,.,. ТС1 l"A" 8/ ;р' ~/'Jf# .l'A,.!C,.I'-в 

nq s-frqлo.I'I'IQ -т,.о~д. о~У<?!"Оfщ// <f~'t:1ft'ёl:-/;>ri~9z. ;;...,q ".ьи:t-: 

, 

(ij§)!Jrn'q.lr lthif'1 АВ • ct Ј 
1

1'1Q лјој ~ё,t• с ; lJ (С f.r~ А i !Ј) 
fq;to ot;o Ji' Ac•t:Y,, CD•c:Y:z 1 /J8111Н:II',s (ot,~QI;"''ct.J• t:l). A.t'o ј~ lti'!t!юr

#1 9tлf'fr;xfq ( /'f/9$q ,РО fe.:unici t::Ar.ZJ".) и;,;,~· АВ 179 q~;Jelori".,~:> АС 1 

СО 1 08 r~piМ/iYЛO i !/'1 Ј ,i'z l '94 1 /zrq:z.ttfi.. 1"/Q~ tf'! YW"/'?6/il'/09 

011:1'6;~ АН • а: fr!- Pl"!~ 1 l:r?o of'vлk=IJY ftЯ;I .:i!: ~;., ;i'o~iS"/.~ 
'f1"9/tl:' -/(f!' fvi'/1:-C/Jl:! 1 t.l;te;~f'-'~· <?(;:>,.. c:t, •1 ; ~ •.1, qi.J - ; Ј~., .. .бi 
Ј'; - +- 1 fi1.J- 1 (-ё~ f') . . 

A'l.!l'<i'""Jё'. ~,.."~џ d/:9 1':.9 ('1111;.,&:>~<:-~i) ~.ho': 
.• . 

Анм с 1м .. ОМ" 
л ... .. <7 
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qjofol«::J:~c/ Ф m-~1Q'.,r'$;~,.,1 (X-1:1f-dz)· 
.; . 

:l't:! r:t, = 1 , 'f'z • Ј 1 t:lo~ • т ; it -s, 91 • f 1 ~., ... 1 tn~m~ 

· { Gx.~q О~:С~1 
. Л1(Ж)- $.f.lf(~-Y)•.If:C,.f :rq '/<ti,':t:tfE+ 

Sr'12r'1(:t:-l,>)w:J:".f.1 #1 .lf<':Cf$~5. 

(1) 

(:tt:l.i/o л/4'f'l10 mYI". ft$ ::r :G'r v ~,."!.""" ,fZttQ~I q9 ;;· D/c11'(1(:; Ф.6t!/ 
-r~,.,,ts:i1и - ~I"'I:r,;qa""v, ~ ",;rг ;o,.".,v/q ~,if,rv jeo'11v .f:/f'll'Ctiv.'). 

!)o,t~ o~oiJi!/ .s"'"''o f"'"MV т: [о, "Ј J-lt, ~i7t~nџ 6'9 (1}. лtрмо 
. . . 1 

.,.Ј,~ 7~ .f'/Cip 

f'!1 / 
18,S --

.", 

/ 

1 
1 

1 1 
1 ! 
! 1 

-1-1---
1 1 1 ",.5 

1 1 1 

(jj})-'7et& 'ft i:ti!Jqё""o ,Z fqё~ о po&lnol"' ьr_,,;,о,." щ • tо11'1ј.М: fiOd 
t.tt/o"" .к:-;".4-6'• ·QV f,!QY'hi lюrifll:1!'1/q, · 

ct) OO'rвo'iJf'pohifl/ · ftjФ/q џ ~w8-!708'h. ос/ ~ 'f. 
6/ Ortl"ffclili ~·ml ,-omlj'~r ~;a-~q . 
С) OSI'Ravjv&' ~ ј"(:С/ YIG;"џ nr-,-9 izлqV ~Nonfi;>1 4fl! . .:t::- ftOI"/IIl()l"f

q/l'fQ, ~:rrп;e f?'I"A7 oq' .,tqc:Ь о, ott~. ~7 o«P~/?;er/p 1"""-"crjiJo 1 
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( clefinis:o11e OI)Q!If;Ciim i.xro:rom ј (Х) = y;".r-iпq ij~lq .. .). 

cl) (}Q'rl!ftt:r'/1/ frenv/Qk {vriJ"etr!e t) kr:?Q'Q '*' fjeb domi:!/ m?_jY<~tc'џ 

Vl~lhfJ. 
. ' ~ ' 

~ !lod/ J'77Q,.ts-;'гt,~.;f77 funkc:Jje f ( flt:~jv~џ 'v;"'tif~ Ј; iJJ.;J..tг_v/s·o ,..,. 
grqfl/: J'i'nP:tjs / . · 
Џ svt"r-7 .s-!џёQ;evlмQ {<fJU/e ,е ;ютrе.6ло) zone,.,qrif;' of';por siQ.:rQ'џ;?o i 

иzef/ a'q Jiff (po:r/lCl"?o) џl!r.n:и;'e Ze17'1f;~ne- -fe~ g• ~ 81 лij.t'ecl! 

Rezџlfqf. а.; х• ~ cos/t-5'-· t • ,5'o.v2 • t 

у• fr. .Гirt -'1-S"·t- fgt 2
- So•Vi ·f-ft1 90S · t 2 i 

С) 5!) (f) • Е :с-= [о, ::
1

G Ј ј ($)'9 је sltft:t oot .f ?) i 

<t) У- = /ТlQ:::C 1 ~Q Х'"" __!!!!.._ f . t ~ 
'lfiOX 2· 9;_81 1 7· :rq . • 50 ·fi ~ 7 sec. 

1о"" ) 'fO"' -1' to'l 2 
~) f'f1Q:cj-.f(2.g,st - z;g,81-~81 ' 1"·(2·s,et) 1 

t:~ 9!'9f! i: је о?о ktr:lo'!Vfne рорqЬо/е. 

112. /)o,tq.;rQf/ t:lq Я! ttr<~ft:<- fv1'1kc:Jje /'1 ~;hisql?l!!t $ti7 fCX)•fo9q,k:ri 

k ,..о 1 1"'70~е obltf/ lt"t:mslqc7em. 9"ofl'.t9 fv!7Aт:.~}e 9 1 ~пц~пе .$'q 

gacJ - ~"' .ж: 1 Qi'c:t.E у- OS'i. Zt;t ...tод~ """'.69· l'zv/Wiri fv .frqпsьc,iv." 
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1.2.4 . SPECIJALNE KLASE FUNKCIJA JEDNOG ARGUMENTA (OGRANICENE 
1 NEOGRANICENE FUNKCIJE. MONOTONE FUNKC/JE; PARNE i NE· 
PARNE FUNXCIJE, PERIODJCNE FUNKCIJE 

r!!f)/splfvj~ "'?''ё.-1 ( """'l"""'ёгmwf) fщi~ ' 
4)/(:JC)=r;:X::. 1 rxe(o,1,21 .J, ... ,to))i t/ 

Ь) f(.r)=~-: (:;с~о) i v-/ 

cjf(:c~-x-1 , (.re(m1 n); m~ne (~r«J))i ~ 

ciJ f: (о,1]~!?, t;t:IJ8 1е /c:x:;·..r.-1 
i с... 

~) ј': А_,.. R' 1 А ~qCQ/7 .r,tu,д (А с li) ј / 

f) .Ј! с.:с; .. CQS'.:t: r .ri11.r i v 
.9} :1 (х) •.r+r :С2-1 i r" 

h) f'f.x:)•a:r::.Zrh~rc ј t:L1 61 ceR;-~ 

tj" .f (:Х:.) - ~ • <;._ 

ll;e.i~"le .~kc:tjo т 'ft' q'efin,~_,;o 179 ,rp_,l"' .f'ж .. (t; 2,.~ ···~ ю Ј, 1-1: 
1'79 konoёll"/'11 SAIJXI ( poct'S,.l"li'fJV ex:t' Jf. 1 ifO,.t /оо' N ), .Ј'~ Y/'/ieQI'qo.s-1/ 

t:R~ ~'7kc'Je ~ : Еу • [ 1, f 1 Ј , .. .'1 1~ ј 1 f/ ~;е '""~;е,./ 
р е R ;· Pli R -/q~vi ot1 .,е.: 

· р r 1' r:.cJ ~ Р1 ;rq 7' :с с .Еж 

fo ftt of?fq fv17/:'CIJQ 09/"Qi,tce179 ( %9 ;ь stt tr1oZ...: cл:eli 6t1.:~ Д:!}' · 

hrof /'flC/n;i ~ ,; 1 trpr. !'- tfю 1 9. .19 !' /Jtlo l'oJi' l;roj rst!i· 0t1 ~ 
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npt'. рс f). Ako uzлiel'?o M•I"!QX{Jcf,!P/) моо 1'0;, 

/ЈСхЈ/ <'М 1 (+t:r.EE:x:)· 

poG'Io Т~ fvп~C/7Q ""!t<lлrcё~ .11:) of:m/'e ~11е fifJ'osl;б}i-· /'IQ"rveci· !J.~oi 

т /:Ql;· пГ,е ve&· rr/ ос' -;ео'11~ Yr/Jeo'I70S'I/ fv17l:et7;: ;!' I?C Gx / .z<>..e .!11!! 

dол;9 !"1ed'q (li7нi7'ft.P'l'7) .fчn):c,je f 119 Ех (1'?• 1i">f.I.,_,-_,IFЛX.Fii1fr(E:;::)). 
:ЈС" FJC 

'· 
/117Q/o9'!0 .r~ fX!1"9Фёt~~.-d/ .rq 90f"'1,e. ~Л#!' .C~7'i' Лt;>ј1"19ЛЈi' 6ro7' М 

С9ом;t:, lf'!l!!'dЬ- StJ,D/"&'rlf./1'?: H•.tvpf'• .rџpj'(:r)• SVp/(E:~~:J), ~:r>;i' л1jit!! 

l"'t!?tfJi' n/ оо' 7~dлf' Vrtj'i!'dлod/ I~'!A!'ci~ т лq G,:. 0.-tlll' ""' 7~ ot>"'/~ 

1'1~~ -ft.r11ђ::tJ~ f' 179 ~~ 9,/:о IV 1.1)DVI1J4:-"/ џ.М,у,·: 

f} f {:с) ~ m J'Q sll'l:1...t'o Zf! FIC ,· 

!Ј} :Zo. $1/Q,/:O е >О "_.~о,;· v sivpc.t l!.te., l!!k1"1t!'Лf :r' fq~y of;:> Је 

1 ех')< Ј111 -r ё, 

о 11 7i!t- 'fOI'nj:l mf!!dt:, q-ko sv t$;ovn;eпi vslov/: 

1} ./(Х) ~Н :щ ~.ko :r:.ед-:.с ~.· 

2) Zq tyqJ:o f! >О poqo;}" v .r.&pv Е :с , e!/etr?~ПT х" ~,tqy ~ 

је Ј (Х"') rc >11 (t7/ q,tt, ~ Cl:t!R fqho iп?'Ё' t:l<:lf
1 

ono'q џ G,x 

f'O$"!o7i' /Jr;:r 1 e~ft')'(!nT х" е E:r fq~of:!Ji!- a...:::.f(:c)). 

:rq sд.rёq-j o9k fvt7k/J(!to :1 t/r7<7Л?o Ф 7e-

f11 (~ti?{ /•li7ff(x)-it'!.,&f(E,x))-IЛ"t.Fv• L 
х е r:c r , ?'о ' 

11 (• .svpf=svpf'(X}c::t svpf(E.xJ}-svp ;;
7

-1. 
Х~Е~ . 

Ех Ј~ 1?9Jif'!cn;i:7 vrtjec'I"!!sf fvni'ctj2f. / !"'IQ Ех /"ciEe .re- . 

fl1in/ (• /'1rt~iJ) • inf f' ( ,i:Qze Я!' qi;> ft.~nP::tjtr o6sft~ .s"l'rlfi.- ..,rм;v ~·d"). 
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Апс;>/Ь9nо 
1 

c,to po$'.foJi' 6Qr !Wоп ekrrJ~пr .х" Е Ех /Qmy <>'<?,е 

1 ( х:0) ;= 1-1 = svp ј' (х), J:Cfel"'7o O'Q ј' cЬ.rfire гю;' St!pre/'?vп(rnq.r: 
.XE'G;r; " _, • " 

cx:t ј' ~q Е:~;}• .Z'i:l o'Q/v ,+vnkct/~ / ~o.sfo7~ e~Л"Je>nft· .:С"" ,о 1 Х"'? 
. . ~ 

iz Ех ft:;kY/ Q9 р lo:'J-=-1"111 f'(rJ.::hj fi f"',;,•lhf:f""to' l""q#:• 

- $Vp ј'.- 1, 

.h) l)qlq fчп,h::1ј9 ј' 7е r::tef'/лi$oh9 ЛQ Е.:с•(с,т-=}1 9 n;f!!'1'19 .rlt~ Jfi:> 

~kџр Еу • / ( E;r;) !11!: ( о1 .;- tю) ,Pt? 71!- . 

.s-џ,.о f - .svp Еу 1 

po.i'.fo Fy 171;i!!o CX/t:)~ orтr9'1'7tCtNJ ~kvp .!'/Qv?i.?I'?O 1 ро do~vorџ 1 
. .s't!P Еу • r = C-l·o mje n1s1'9 <::Тrt.llJc /7е9" :r:91"1;f!'Л9 ~ rt:t::'ftmti::r.,.-

11 .skt.tp Gy 7.'е o<'1'o:Df" /?e09rOI'II~п'?. 

~-4;, 7i!! S,fc,tp Yl"i?i!ol:'#!t;J.s-1/ .Gy !11Ю'JI'9111C/Yf oq'o~ (Ј'<? 1 Q9~/fe1 11e<:>9_fч:l
l'lrCe17)1 -fo 7~ ј 1 /Jet:XJI"<?ЛI~ 00"~0 (tr;ё/79 ~;9 ~ ~~lf"'N,.O(IIf+CO); 

;-';"- f Ј~ пес:н;!'оn/~,;9. 

Hedttfin 1 

inlf'- t/71 Еу -о 

f'9 ,._ .1 t:Jfl!t'9niё.el19 sY:1 ~"W srl"q;?ttl' r ~; .r!tj~Y9), qJ · пЈМ9 ,..,-"9 
' . 

т • 1itf f'- о ле ;r~ slti:t' оС!" f', ,er о; lly -с<; ,.. оо) ,со f' neпq . 
/f'!J'/'fit•·щмq . no G'..c- - (о r t:D). 

с; .l'J9f.::l fv"kciJi::l f' ~ q'e>fintSv17o nt:t sir:.tpr,~ E.:r•C.m?п);"",l"fG("-r",.). 
)ђl!ltR ll'!i.tQ ~ 

9(Х)•; zq rtr С~пЈ1 rj. 

(
f 1) . •,,r .f,.. / . 

Еу "" 71 , "., pt~ ;е 1111 1'-'11. .&:f- 71 > - c:t> , 

1 
~c.t!' :f = (l'c,tf> Еу= Л7 ~ r со. 

09 1:1~ fv!7 /:'ci Ј9- .f' 7ta ~r<?h/Ьёл9 ( pr~/'079 .Јопе 1 с:>-Ф 7~ tn,r / > -ао_,./ • 
0'rl"911/~nq oc:tozoЬ 1 •Що f < 1- Ф 9 .f 09/'C?I'!Iceno oi:I'OZ9CJ 

1 
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-= «: lnf 1 ~ NfJI <:f ОО) Ф f o<Jf'Qt71a:;,.nq). AIQpot•11Mift.?o о9 f nei"'J'9 

лq;mn1e mf/ n<?;vt:>c'@ rriJt>Q'nмfi nq Е .х: • ( m/ n). 

t:IJ. !Jq/9 f'-"/1'~1"' / ,~ C?'l:'~'п'$Q"?9 л9 ~..N;>~, f,J!:I ~f~ t.J, q 1'1/~ 
· .·•t·' ·•r• I ... : .·:!'· 

,J'f/J:q f~ .Е'ј- [ 1
1 

.;. ОО) f''? ii"fOМO "·'~, :· ·~. : , · .. 

lnf .1' •tlJf Еу • f > """ ( c(;.,.t 7;. Л?!hf• 1 )1 

$'L1p f• .rvp Еу=<~- со. 

l)q,t/r:> fvn,«:tj9 r:" ~iёtl-1'19 (ZDCtf Лf!!'C19"9171'~no#l' oo0z9o) 1 9#' 7~ 

~/'qniё~ о~ / "*"'rp ~ j'l"ftooot;t .s-I:CI'pv W'fJ-,o'rtol'li /!у 

.."..,,.,~.,.'(!> 1'· ··. 
е) /)efinti::iono por:I/'CI'ёJ't!- f:/qfe ..,t4'n,t-at7'e ~· ~,д А (,t-oi1Q{!'Qrt .r,n.,/1' 

с~) pq ifl' / .rAI,o Y/'lj~,l/ «1 f l:oл<XX?r, (Щ~-t"/'eo-lo11) .rЈ'џ;О ..lj. 

Еу - .1' (А) • ~omёq17 .rAtp. 

No 1 ):оЛ9ё/'11' .r.tvpoY{ (~.s-Avpov/ оо'· /f' 
1 

tQ' ci>.t Lt/'t:O'f:tnog #д-,00) 

~~~Џ ,.,;0/!17Q/I'I/ ekl'71f!l7 f O.o;i ј~ J'QQ9 Jif#irfLIPJ )/ t"'I~$1~/пf 
t!!1f= /l'leon f' (' $l.lf' rt!'I"'XX ""Ј fj. 

min Еу •1;,.f Еу > - 00 1 1"10.:t: Е,у..,. .sџр =:r-.: r< = 

ti'lff (•lnfGy)>-ot~ i .svp.f(•svpGy}-.:1'•· 

ОТс4о- .sY!je.cn · о9 1~ / ciJr9ntiie-h9 ( ilt!.r oJJ~t/-Q ~..tт:>v 7Ь 7· Ј'е tfon,t-l't!' -

mi 9179P:,'rcN /n. t:'l7f'l'rft:ki i/t. fo.6eolorn/ t~zJ 119 !:f:;.nQcrnoп . .s~".,,., А. 

тЈ J)qfq fwn.c:IJ<:1 7 o&li"'~ ~ nQ S~'?f#V .r.:c ·-с- оо , .., QO ;, 9 

11J'<!!'I79 .rjj/::'Q Jif> (Z:hct:t f(::r) - S'ti,.X:-' Ct>.S'/JC • \f.? (hl7% о="5' ... CD.'NII;,;,~) • 

у'2 .f'/'!7 (х -1- ·f;). 

Р'? ii7J91770 
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~ J:o~r /:'Qvno~r/ i t+-onvr:,l:snorf/}. 

ђ t• Ez=J(, Еу .. / (6:J•ff; '~'=), Йf/·•1• ;rttif.f (::11> 1 "'Р'· ocir~:rcto }, 

sџр f • r со (-'> ;, Л~Юf"· oo&zgo ) 1 

rf· 1' ,~ л~rqnt~. 

2~ C~/cir<?f/ 'j'r.91i/:t!' :zq О C'Q. <:"/ i Q. ;т-f ~ vzeft; ГI,РГ: t:t•Z ,· l:t •f )
JIЬ#Io fe 

fo sf!je-q'/ q'9 ~ ј' J'9rliQ nq. ~. 

,Ј• l.rpifqf/ 1"1onofol70# zq. о <:а.< 1 1 zq 't.,.. 1 i S"l'ir?eirtё./70~ џ o<:tlft:1.f'v 

лq се~. 

$Yq 7~ .sq konkt:1v17o$dv / Xonve~.SI7o.idv ф~ fџl'!,l-J::11if> / ?' 



I:JS 

ј) ·t· rџqJ:-c/Jb 1 ФIQ SQ 

/(:.t:)-!.g{Xi'" V1,.x2}J (/9=1°9to1' 

d6/ini.rqп0 7е no · 

F:r ==[:с~~: Xr v.,,..% .. >ој .. {:~:е~: ~>-%Ј-~, 

f('fr jift' vviJ~J: .~>-:х: (q~ci ~ :;с,.о 1 то 7~сађ>~170 / ctAt> 71:> 

:r::-: о ontlr? ;t! -::::::о-о ЈХ1 n!! ,t~lr<mJftol'? t:Љ6ijflo ff.:t:~>%2 '.;;.. ~-fr'tt.t' 
fqё11o). 

Njef1Q .r//,fq Ј''е ( :zq :t: >О Jlf ј'(:С) '?О 
1 
а :zt1 :Ј:: .:о Jll f'(.%:} <t::O): 

/ (Е:х:) • (-оо, r оо) (•А!') 

"':је 
1 n~I"Qnt&:~ (.IQ' oh'ft! str<::~ne). 

2• Fv"~i7'q ~ /"foГJ'Ofono I'QS'/~ I'J R ( ?rcvjer/f/!). 

.з• !"vn.CCJ)Q _"!flo n~rn• · 'j!'f'· 7't:> 

•-l9 (х.,._ V-t,..:c2)•-lc:r::) :rq r=e-~. 

+: М!> /'OS'fot/ r:eR, (с .,.,о) v ot:r'ГJ'OI'Џ 1'10 ~ ј• .f .ri~ft-/en9 i!i 

OJ7..,rl$/1'11f!'fl"i€nq. 

S" f:џnJx:i;9 f· ~ ~Dnl'f!'*trl'}q Ztq :Ј; -:о l Q ~.f<;t0'/'19 Z'9 :ЈС'?О ј v . .:t:•O 

1"11j'tt"!9 ·~t> A;t:rrqJ:f•l" ~0/7,/:qVI'IO.fft: 
S,t'it::/r9-,ll 'fi"'fiJ: i f'I"'Vj~rifi f!e<lo~ll!i'Q"e lvri;l'?,ti!' v· о~ ;zoot;.!'kv 1'-.f) 

( .6/lt> )'04'1"1<1' r,.qnje~ slt:te 6ih <I'I'Ю.f/t~J:i), 

No/'o,.-,en.,. ,КЬ<t 1is)й/n~nl'~ cr~;> /i ~ n•P? jt.-'."A-c;/9 !'1oi'IO/r:JI'f9 ·~оп;,."" ј<!! 

.rlv.Vfi n s9eo~"" ёio/'enl~/'11? : 

t•'A,to ~ ff'Ca::t~) ... .rr:~:.,J] (x~-Xt)?J~o о.?'ОЬ jr 1 ,l"'(ffi;oq;::IQfџc/9'1 q, 

q.co ft! :t:Q r х,, :х:: ~ Е.:х: 
f:l'r:x::z)- ЕСх1Ј} (.::~-Xt) ~о 

мt:tq 1е Т 1"/eNN'-/<.!Cq; 

.·• 



2• <?,А;'О /" /(Х) rq.S'fr.лfq1 onq'q J'to -/(:Ј:) Df'QI:Yqj'vcQ/ 

З• q-tf'o Ј<'~ f(~) "I'~Ji"'cq) о/1<*/ 7~ -f(:c) r.:;rsfr.дfo i 

,. • Q ,<-о Ј 'е 1 (:Х:} Nslи:! 9 .l'q oct/'f!'ck17il'7 ;!V79jt>/'11 ( r IJ.i.-) о~ ,е' _f
. f(::t:) 

o;:x:џtf~ jr.dq t' o.ФO<;>ri?o i · ; · ·· . 

5• 91'ilпf!'/tf!l:/ ;r,ь,;. ~~~ .1-Q r ,...".r.4.tof:,, Q f'!'l:l/ll:l'f.Xil rq~fџdii7. 

1'"~/1/vnil! ,1"-9 7f!t ~q 1"-t:~. Hoh !>'sw ~ "l"rfrtttJO? J'lvoo1v ~r/,.,.,i

Mri ".jftcr/?Q,/:o". r 

~/)qk "' ,..,,..,..,.. ' - . 

·~- &-//? : ј Ь) VП ~-z rcos f Х}~ 

С) .fr:t:) • сщ/Z;с r r'f! .!:С Ј,..-. _.!'11) /(;:) • ,1;: <X1.t'.:ICjv· 

~) f(:rJ• 2"" nif Ј :z: ii/'' Л ff:c;• Сх.Ј f1 i 

h) /(:С} - f~ / 
'• 

i) f"C:r)• .!=lf (~а: rG)f' ~ii?:z: OO&':J:r ccu~=.,. .rћ"::с.; / 

/) /(:с):::: co.rG;c -1- &-li?'x r 2 i 

/ (:i:)- .r/17::: + 1, 

n) j'r:::) .. r 2, :::~с 
l-2, ~<"О • 

lspifoli f"'r/o<:I/~I'Юol'/' QQfln f.'п,t-c;j'q / r;нt,..t~Фif osncm/ ~ j'l'l"il11/lt'v/1/;»"'Ь<t, 

v ~;to 7~ / f'~l"''o9Иinq (vp:t///.:0 po.rloji I"Xlji"'Qo/>' _,Po~i'A-o/1 fJf!f'tW ). 
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Rjt~ien7e ( t:t .zq /'lltA'e / ~то rttZv/fql'). 

Оо hi f•m,ћ::J-?9 f' btlt:t j!Н!'ria<l'ia/"19 /'1'10/'Q po4"fr::j:lfi broj 1',. о !q...tov ot;t 

Yrђifl~/ 

t• ~~.е(/Ј+ :с;.р ~ 0(.fJ 1 r~e fJ(f); 

2• /C«t-p) • 1 Cz) 1 У x~!iJ(fJ. 

Q} .$!)(/) (•IO;}.,r (-е1 yt.•)• R 

pq ,е- zq #'.0-ti !"tН1k11 i!t'of р.;.с t.r~ ,..оо;~ 
=е г,• :;c,spe .fl., 1 У #С~ 0;· 

09'Nto'i~ (f'Ok'.I./Ojir'ю) i:z o'e,ti?tCiмe ~је 2• hroj ;о (~о!>" ne ~v;.,i 

оо' :r: 1 q f'9,tvlh 6rofrrc;. ".,о,М, .6if'i 6e1bl1fX!hC'I1 ёw;-~; ne~7?vo ~). 

,1./q,;"., 

~ (f'•IJ,tlv p·~l-:z:r:r6~Z' (•~r:cJ) i A'•~.t~ ···) 

fJ9 ~ ~л.k'iJ9 ~~ zr:r pertDd 6ila Af:lft" 111"t1J' ("f'a): 

Ј! -еk:Т: k•&.1,t:~, .•. 
.t 

No!it!qл/.,. оо' po;rin'vлil! Ь<liiJ'i!'/!9 P.t J?l:'.ztiq • prt~'fivi'IJ;" ( 01'1'10YЛil"1-

pi'W'/Im) ,atrrЉe:;o"' .fЏn~t- .f ,· л;•vq fr ~i70,zf: 

т;.",,;, Й: : ~ ~" }• a:r, 

.;:.,: о''1'~ f'-'q~Q> је ~~,o,.q. ~ OZ'/'1.YI1}ft1 ~ т-еЛ. 

h} j'of1(1!~ Jif!. Zftoo'l'llji!o ~ ~1'1kvfv 1' p,.;.l'(rwl,r/ v oiJN'l:v: 

..f (х)•/, (Z)-1- ,ht~),. h r.:сн· ... .; .J"rz; 

!"/ (q,.to .АЈ lr1 h, · · •f" р..rо/сн:r/оле 1 q q;tt» nt;t- #t~" je<:II'Xl оа1 11JI~ ,ttf!'rl~ 
:lo ,о; 11r z/?rt6i ~ 7~ 1' ,.,,,..,...~,;.r-"9 Л?. f'r:c;• :c-r.:r:)jt: l'fll'1~~лq 

$!.? Т•1 !Oko f, (~}• .1: i :h(~)• -[3:] tиiџ per/co'л;;,e)_тit! ri70J~;· 
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. .э (::: .,. ..8jL)-2 Ј: • .,.. -10 i" • 
•лl'l ' ,..,. -'1- --1 s э 

Hfld'vf/r.t 
1 

(')flfлo~ 

it - fон n!J'e ~~" hf'Qj1 7er ~?е ,oo~foJe cijf1// 
TR '!2 

· /Jrofr!'i р i 2 ,r«v,. ;:~q ~ 

h "(·~-·. ') 1i • Т 1. z-., .t 11! tl'qefOI'IO,f:/1'1 llre>7 • 

/)qJ:k fч!'l,f:'l::i79 f tP:,~ niJ~ ~";:~ t'tl~ ft' ~~~Q z!Jirv )'C'I"Ji:od. :f'-o). 

#<:lf'Ol"'lmO• ,(t:l,to ar .rt'O'#i i!"'qtfV'o/'lq/ftm j,I'O?'I'IO%e O,Pt""O.fi'Y/rl,rQf/ ЈХ' YD7i' 

lt?Ci?o f'QC/e>no/лi!r7 !Jrofr,./~1 l'le>Ee ~ ;oo,to~J'/ ~ ~~ чvi71!'~ Cljllrfiђ 

IJrofr"~ r i $' ft,krlh "* 41' п; / .rТz 1o~r~ ;i!o',.,oA-1; џ *' i Jl' с:".h7;мю/ 
izvor rf!'ort;i!:- fzy. , roto".. -pt!'rl«:~li:Ihih fv1"1~J'f1 1

(#1J"C>Io' 8oJrr, 1~:1$) 

~tj9 ft ~ ~lhq 1' " {fl!ot•!f;' rtfll!1/17//'l f"чtr~~ ,. v 1'~"1-,..,*1"10~ _.,., 

frhлt:.W / y/zitv. 

с; o .. 11qovjo;d/' .ff:t::J•Ii r:~:~f/zr:r; 1 о;• f" 

j;(:r:)-o:lllti:JC.• f-1-7-R.S::: ,. fz(:C).•~J:c, 1~0 

Ј1 • Д 1 7јо ., : 1 fj :f' ,е JН!'f'I'OttUC/'R' .,q. 04'/?QV/1//r! j'•l'ti:lr::r;J/'7 

Т • N' Z'' $" ( if; 1Z) •'i' ( : • .Ј - IVIC/ol'lo/cm IJI'o!). 

d) P,.v/ v4"/ol"' 2t1 ~rior:lti:!'t70~'I jtt l'rl'""'/•л 1 7er 
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х е .е, (• ~ ) ~ Х+/' е .$21/, r:.r .9,. 1 Уре~. 

,ftea"vf/n , a'rvifi c.~s,bv nije I~/''N7jtM 7~~"' 

/(~-!!Ј}• ?rx; <rr=+ .1 (:К:rР) сО#(:К:'fр)• .Ј:к:сю.r.:~~: 

· ,.."._. р • р (:к: Ј, ( ~v ~• vzeh · ,: иv;јё- >'Njifl<:~л~i се/ :r-Sq 

q'q 4't!' .DCJ-t<:l~t!': ~Q' S'e ~q rCZ/1fl :z:-vt! cOIIIJV 1"<:1z//бir/ 61"0?1if'l р} .. 

· f!} J'o:ri1Q;k:. ~ clc .ie /(Х) -лi'!:t: реi"/ЬФё1'10 .t' O.f"l'lt:lYnit"! pt!'l"~ 

i • :14. M«<v~ 1 / ;f t.n?ketjQ 

9(%)- ct S'll7 ( 6:r.: 'f'C) Ј (о.1 Ь'!'о / 0.1 Ь 1' !t) 

Jft ,.tq~ ~lёђq 1 J~l"' .,~ 

:J(Xf'f')::tg (:Је)~ Q.. ni7 {'Ь (%fp) rcj• Q. rll'! (i,;c.,..c) 

~ {fьсж;.р)rс• bx-~>cr2xE}v[oor:~p)'!c• ;;:..(c.:x:.,.c;•2k.rj) 

р - 2 .-tA' • .. _о "'1"'2 
ь· 'л - - , ... 

}''1 Jft "Ј~17 Olfi70VI7i p•rif:Jr.:t i • ;jf • 

0~9 .s:lljeo'!' <:1"9 71!- сЬ-,/r? fvnkr:'TQ ј"С:к:) ""'2 r ('!ђ f :К: f'•rA:x:1'/ёl7'~ / .s- " 

o.r:l7o Vl'?l;.,., j:lt:'r/oof::l/'f'l ,..,..+. 

f) /V~ ~Ji" """i prf:o fqkQy at:7 r 
.f(~fp)c f'(:к:Ј zq }'X~E:~:.-R, 

f' (:к: о; • f(:ж:Ј~ f.r..;..oj "'1 ... t::r:;.н 

~[х .... "]= [х], 



fJ) Е3: •(ж~R: · :c~o)•[t:?'~>«t)•(ж•E;,:-+Ж'~>!'f'G:c zq tf:r6E:c1 f!>o) 

(Л:cf'pJ•f(#I:J}<f!+(.:w V.:e,.p •с:ч~) ... 
. ·(;.;··~;';~!'. ·. :~ ; .. _:.-~'} 1' 

.-.(t/Xf'p • V.X t2,t-r у V.:z:rp •:zN'- У.: 'I'Zk'ђ .t·~.t1, ••. ) 

-+ f1 • р<.:еЈ _., f лiJ•f""IVOI!/Iб11't1 ( ~д#lf1j'li>"" sr .Q 1' r #/:) 

li!J+i' ~ zq ~ :r: 1!4#:) • 
.t) lz: • ~ _",. ( :r: ~ lc ._... • "JI'fll'lC, ~с• Ji:: i 'Ур_. ;е). 

( f (#!:fjl) •ј'(ЖЈ) .... "Л:! • fC (,;/о 7' t.МJ;,,t litYII'Ifi:, zq- bi/o ..ttt;/!t ::С 

; IНЉ l:oJft Р~ Jt). 

p,.IIIJIQ ~ / ,.. ~itF,.,q .rq "оеr,с,с.ь...." ;о ,ko/;· !"?On ьt'~i .мь ;<'Dfti 

,..qz/li9f о~ лv/t!-" rtflt1kn ~"'?'i ne ,Porte.jt• tN/7C1YI1'i ~1ect ft"' ne f»'$'lt:>f' 

1'111111"19117/ .""",.,.,,. " 4'A',PV r.q/1'/ih /J!'Ojlt'n?. 

t} . .f'., (:t:j • .ION (~l!ICH} 1 h (.:СЈ• .Sih.:t: o.s.:e • f .r/112:J:1 
:r· Jl 

;., (%)- 006' .. z: o~Yi7"':r:- (c:ar•.e; .,. ( #11'!'#1:)-

. ' •( tft:ttNrt~ж ):z r ( f-<IOI'Z:teJ_ Lr,.,e.,z:z:r:)• 
2 7 2 / а\· 

1 ., ., ,. CQI' ~:r: . .1 ., 
-.,.+т· 12 -т .,..,.C'I~z, 

". 'fi# r-r. 
;) • -- _. • (1 .flf ..1 .L.,C.... х 

1t /(:r:J• ~-l!Cf> 1'14' :с f-2• ... - т ,.. 8 оо.tт. ~ .-- . """ ~. 

~) Rnt,~/19i. r-r. 

t) ll•zvlf9f. Nf~tPf!1/iot:liti'лq. 
··. 
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11 б .. N:;vн/i f'rt'Pi;er hQr~""niJ~-Ф9 ,.t:reolvn;~ /Z ft:99 !'7W7r.?JCo ftiCJ<::Iџ-

1/r<:~no -lifroп1t!-, fJ: q",f'/1~ А m~ kon.r/t:l11rl?9 1 "lfX?<' .,." ; -,.,q 

f"'!&'WC7"IO,t-i м,;;..пЈI:f 4' ~rl'o<:IO/t7 ..-.мe:vJ+i-1 ot:t ;:нrr/'aof:l _".,._'/~~ 

~rcrl'917?l:t. Ne.kQ '*'J')'I"II"!ih'l' "'Jirdлo l/<,t.rfr'7eo f'OJ9VV ье-~9 (~)1 
'1ftJpli-lt.IO'q lf!f.#fqvf;i!n9 .A;NJ}'i;>лJ9 f"'/Yl:lo'lё~i <1'6 1'1iј+л;"1 q vho ..~~~;>~-

. d'l.'fr ~ i фЬ/;~11f' ~"џ,~:q, 

J.lf!lroWI. fr'-.t'Ytiii7Cijll Oroj fi~ џ JЬ:Qi11'~ · V/'~9, f1"11J:f'lrh.;i79 • 
1 . • /) f . • r 1 7. j'•Nt:~CJ/ 4'fl> M#fiKџjt.t Z9 U f"ll1 4'1/f ~/VIf'q~ 

:n:; • .rln I:J: r .rti1 ,.= • zoo"(i х) ~/n{ .!Ј:) 

~е .r~;c.; ~ l/qrlf70лr/ib k,..tqл/t.- <:;lf;r-"' n Х1 (~)- .м1 .!/:t: "., 
~rioqio,-., 7• :Ј 1 Q kfNI'1i! 4'/11 1!71'J'1f'n'ft.to'9 А С :с; • 2 CC~.r; ~ ""'7•"1+' 

f'«"'tj,ofЛS,.O .rtf· pt!l.f'Юt:~Ьлt ~Е' Ј qf;7,.t-/e' /I?ЛOtfO ~l"iJ'll { ~YI/I!'no kt'r~e 

1irl9 /):lqZ pel"t'cto' 2Х ). 

1.Z.6 ЩVERZNE 1 SLO~ENE FUNKCIJE 

117. Oqff .щ #rvpori 

Е3: • N (• {1; 2,4/ ··})1 

N11v.-~;te- J'l'itr1ft-1' ,4..-п~tr:IJh' ~ fl'•/#7,;,-c.".- Лt:t 8;: 1 fч~~· fr:tl!fin'trv'ltr 

Л9 .1Џ 

'1) ?'ov~ qf:7 Ј" 69 

_ ..... 
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(1) 

~ fr .. I/'Ji:r::.;jq h: Ez.~E:; ( ~OJI:t .. ~е :rove J;.otrljiOxi'c7-q /// .rlc:enr:; 

fv11tfr:tji? 
1 

fv!J,i-ctj9 'f /f) i · '· ·: 

. h) ~,n, ciq retf:?c/;'q (1) ne qtgfit?ircr ,to".,~iOI!'v h: 

h- f· 'f. 

Rj•s•nJf!o. 4) StfcrviiY1c1 npf.. Ј 

(.1.(.•) f(:A:) •-6~ (';же~:;с)1 f(ц ;-цZ-10 (У-и е Ev). · 

Р,Ј:о fi! 1vt?j:c!J9 f <ief/п/.rqnq ncr .r~џpv Ev џ tft>Jeoп !ei/ 4"/i~ 

fvnl:cij• 'f 1 fo ~ ~inilf'ql')q ; fvn~q ,.; -=/· У, 1,: fv"~/7C, 
oh/iJ:o 

р) ~ ?е Ј l!f'r-; 

'f(:Z:) .. -GX'!-10 1 

0 17Q/;! l:oft'1j'ozi-:=!;l:, h=f•'f ле 6/ IJiJ:;, otefiпr'(.-Qпq;' ,er 6! it'>?qf/
1 

npr., 

n(1)'": J'/'f'(·l)j= f(t,<) 1 С/' j"ne "u,."JjiJ.~ ojЬ..hvo~· /R .l'f'Zlf/vl'!l~ D'o/i!o"'-" 

( lt nlfr .., fiOt:?'rvёjv o'ef/mЬiJ'• <1ct 1'). 

11 д. ~i~ ./: f / 'f•l zcr ~i-rone 
(;/'· . . Ј' с::с) • эх2.. 2х fG

1 
'fr:r:J-:x:z?-1 

7)q t,· Ј'е /о 'f- 'f• / f 

R7l:kn7e. ··. 

2 
( .fo f)(:r:).-=/['fr~J)= Э·[fr:r:j-2· 'f(:c)rS= 
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• Э (:l:~f1)2-2 (:r:2,.1)f6 • .1:к:t 1;:~/".е, 

(f•/)Cr)• 'f[/(rJ}•[fC:к:;j2.;.1 • (.JX
2
-2.:crG/f 1• 

119 r::.tQ sџ f / 'f f'o/inol"'!t: lJq ".Је f. 'f f'o/ti1on ? oJJ,.qz/ozif/ 

ootJcrvor. 

121. Nfitkr:r ,&>v f' i 'f rqzJ:""'/jet7e /ineQr/7(! fvn~-c~'ft· Oo~lle qq Ј'е 
fq~yq lnjihovc; ;(:t'JII7,PO~tot)'9. 

~ ,POIIno~· f't 9; h Yl'iJI!Iat' 

ј/ (/r9)oh ... (т•lt)+ (goh), 

~г. rl'i f'O//noмq, /, 9
1 

,7 fq..f"VI? ~ ЈС' 

lto(fr!!):y/1_ (h•f)f(f!o9)J 

f/ "*< 1.r7eov/ zr1tФn Ф6-,'r/6џc-t)'l!> l7l!f rr.j~; о- t::111trлJ и-Јlёо7: 

!?'feie!7fr· Ne.k:1 ~ npr.1 hCr)= ::t-~ 1 · /(:):)• %~ gr:c;. :к:~ . 

Ofc.~qlq 7't! ,. 7ecrne .s-trt?ne 

{.?• (/rS')j (:CJ==I!{(/f9)(r)}•lt(frr)7' gr:к:Jj= 

=h(::t'"r- x:V = .х:.,,. :):2
- 2, 

q ..,. ф "'9• ' 

[(h•l)r (n•9Q с:с;с: (11•f)(:~:Jr(lt•9)(r;•IJ[H:;}'~<h[ecrJj= 
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. h• (f'.;.g; + (h•l) r (h~ 9)· 

@ N:ld}'le "'Vt!!' po!ino1"11!1 f drt~9"9 .rfe>Ji'ti17Q ТCtkve Qt? р 
/·~-9·1 'F'!•,.. 

а.; g(z:) • :х; 1 Ь) gr:c; •:cz, С) g(:t:)• .,.,.rx;z. 

· ~,tq :;v f'1 g fvл~ ~q 1( v 1(. J:>tv 11 YtYJt!t:t'i tit?ph~jQ 
(f.,•o) Ф (f•oV tg•o)? 

(PtНt f: 1(-.R 1 /•С ri"Q•и~rt;ltnt .,. fuл):c.ijq '*f/лt6'qлq .s<:~: 

/(Z:)•o ;rq r:с.-!Џ 

RielemJ+.t. Мt Yl"i7;"d,; 

7Rt8fr:11 п•Р? Ј•,лf111 1 f(3:)•x-11 q f!(:t:J•f. 

$q-Qt:f Jl9 
( 1· 9)(:1:)•/ [9(:t:Jj• g.(:t:)-'1•'1-1~·0 ;rq 'f~l(, rj.f•g•o, 

iq-J:o Ј'е ?llf' о Ј 9'!-О. 

125.Ako Al 1 /9 f'al!i701'11/ ~I'R' ~~",. t7t' J"'/'1Q~. '/1 ci"'C'''q 

Ji!!: i ЛJii'?avq Jto1'1)1'o-..i:-j~ ...,..,_'?'~ ~ 'f, DoAR1:9ff: 

~1:9 ;* (IO:&n9f 91'9/t'A-.fчл.i'to/• //?(W!~ 51 tton.sitv;.rql/ 

1~"9fli: fЧь.tо7• !Ј,• f'· 

Rfrstмje. /'IQCf'fq/'11(; 9/'Qflke aq' f / 9 / j'O~fitt?O f""'W у-:с. 
U.:Z:..".t;.,o ;>ro/;rvoJ;i:,!7 «k~лf rJ:.f'· i?J(I) i ft:1ё~п (Х.1С) rW""....,o 

pqrq!e/v ,rq у- o~i оЬ J'l'tt•/~Pl #:? t'f"q-fiko/'11 rx; ,r. oмq~if'/0 I'~~Jr· 

f!лv 'fqё,.tw ~ Т. • (:С• Ј /(:t:oJ) /'(f /z n;e- ~;t?o ,Р0 rrq/tP// <$"9 X-o.r/ 
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о'о fClc);e Jf • (,lrx.)1 ј(:С.Ј) 179 j'/'Qvoj у...-х. /z fQO.ke 77 ;ю P"'!el' 

sq у - o.ri /crel""!o QЬ pre~.«:: .$Q <J1"9fiJ:om о9' g i J'~'l!ii!S'}eёлv ~.c-v 

oz,-,oci'"o sq JZ• (.lr:c.;, '!lLf(XoJJ). /z 7Z F""'le/I"'I sq :x:-o.s-/ lr*~ 

q(:) pre:r;"ffМ;'Q .sq _,.orQYOI'7 Х-Х• / Т• (Х.! (,-•f}(:&•)) Ј:о? Ji!"l'1°9""'f':tY 

fv!7kC:iJ"e ;, ... 9• f• Oc:Yr:Jo~f"C?j'-'t:l9 .ru~ те (и~~:•ое,.,о ",.oliYolfn• y,.o

fr"ke> f'<-m~iJ~ f' ,· !Ј): 

Zq v;i:iihv vzefi .kol"fkN!/q/7 priJII!~ (t1fН! .f'(:с;•х"п, 9(:CJ•fл;z;:). J'q~ao 

:щ vft'.i.Cv ~lrvt~fi t;r9fi'ke fv,.,J:r:j9 7·~ / · 'j•f J'OIFloCV 9~"9fl.k9 

po!ii'?OM9 f ( pozлqr ;voicYf17tм tlfi"Qfti:~ 9~ fit gr;z;:;- t:l:C,.. 6. ~ 
t"O~flll!!' ret:l/ о nepf!ohџ J'Oiirto~ ;1• :Ј f 9• f /' /)q . // ft ;to-,;oo,:/

C/79 :rri'O')?O ftfol'fOro/?l'h 'J"v~p <Y.,y.ofJ<' /7'1o170J'of79/' R;i:Fe,.,;i: оУо'Ј 

z~r~ tт1ozt!" ~,•ло p:>4'k#fl _,о".; o~"l'to>"7v 91"91'~ .r!o~eлl7'r'h 

{<.11'7.-f'Ci,.q-, 

127.1/е~ ft ~f jQI'7QC: ,PI'Iff.s'//,tr::;,vQ17/Q х-ц_".у ~;,./rQ/7 .$'~
~;.,., :z:q.-tQitf'ftx:, ~.t'f't>Л~Ct)fi> 

у=.f(-ц)- wl .ц-ус;z;:;- .ж-s. 

lJfrf/;,./re /1' t:9"e>l/ /9f'IQC -$/OZifМV ;fvл,h:i,V 

Y=l('f(~;) ? 



.t .. 

11\(. 

R;~i~n1~. · 
z)(f)= Е:;;: •(-co1 too).::R

1 
~ЈrfЈ=Еи=(џ~~: u~o)r::[o,r"") . .r11;t-o 

'f(E.x:) =(-оо1 ,..со), f!· .rf/;tq oq' 'f ~ ne 1'1Q/Q:z/ v ~(f) 1''~ .re 

п е ".,о%• t:r'r#fi"'~"'''l/ .:t /о;*'*' jvn.l"=iJ'cr /t a;fo ~: Е:с-Е>' . М. 1 171oze .r~ 

lll'fl/1;,,....,.,.,. ,.,.a,re"• f'Ч",t:lo/1~ 

л,•l• 'r: Et• r~e~t: џ•:с-8~сЈ-~ (с.~)Ј 

»~;..,о ~ ~ Q'e/iiтtcJono ~rџ~ 4"/oz~ne ;k11~~ I"Joze rqzli~"or/ 

oQ' ,.СОЧI'Vё/9 ~finict!~ f'-'17~79 oql ~~;ђ ;е 8'IOZe"q (Е1 Ј~ а'/0 оо' .Е.х:). 

128. Nr:tv~ri l',.;,.,;~r• /c,ГfQ~ ,.CI'f!~,.tt,v~;Q 
t:l.) /(оЈ9 <:1~;,,6'.., S"!OZ#!/'fl.' 7<-';,kc7v i'!q Е1 •E'.t: {Е:~; f10CI'I-"'ёJ-.....,... -.''/'Г:сЈ}; 
6) .*оЈ9 ne cl•fi17/$v s/o:it!nv f"'"~'V. 

R7~$•"1~· Q) N•kr:t 7е fi1/'f"'''c vzr,.s-foptr/11 pre.rд;w~"/9 qqf izrr:tzit-t9: 

У• :f(v) ... .cosu 1 U•:t:'fot (• 'f(Z))j 

f<:>a9 р ~ltnr49179 /:ot-tf>O~ic;J9 f'"'~J'9' 

п-1'•'1": (Е~·~)~~, 

nr.x:;•f {"-rr:tt:;J• со, "/'f11CJ.• OQI rx7,..1} .. 

IJ) ~~1190 џzqфpлrh ,.C!"N"//~VQ/7?'1 qlql_ " оо# ):ч; 

уа ~(vJ- VЦ'1 li• 'f(~J--1-..:c~ 

/7t!' qle,<:",;e s/o.ienџ ~1'7~'1::'";1-' h с/о '/'
1 

ft,.. ,r1/r?ho/ 

"""""" 1'~117v v~"/~"0>8'1 11i ~ ј:'о'"'о !'eC?ho .::.:. !Jqk/~ ovOje 7e
s~vp Е1 с р (s-kvp Х-У9 .117 ..Фр 7е t/='f(;t:) ~ f'J(j,1). 
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-· 
.. ,/129_. ZC!Qt:и~ fvl7ketj'e лQI'iG!i'e v t1.hн'*v /олСQ ?~r::lлq,kork {џzq.rfopп · 7 

l_..-.:-·'· ,/ ·._ • ) " l.o'le- .f'VQkq /t:Qr/k9 SQcl,.z/ '7f!clr;O.f"~Y17V -/V7~C~:~L· 
рrее;1л ovon;o - ~' ,., 1-

( ,.oot'enr::ljv
1 

ek4"pone>-7cJ;91<7V, f,.,9·, i ..,,., Ј : 
7 

r. смz 

Q.} у• ( .1Jt:-J,I) 
1 

6} у с cor f'] 2 1 С} у.: t" f<}2 

R/eseпf~: Q) уаи.7 1 и•4.:Х:-'f i h))'•COS'U1 ц=f!!'ff1 'V"=: (vi ~ 
t 

,r.." ,.,~q"9'"'"'~nlt); ·с; у• Џ,ц 1 ис f!!v1 11"•2 1 t• CJ1.r:r:. 

(t) 

#~z~ 1/ St1 ,.еЬ::Јј9 . ( 'f) zq",jeon;~/ oS9 

ј(х)'!- {r:r:-!-t)-s. f L-x(.X1'1J}? 

:1 ... ; r: , .. 

131. А~о 7'е ;r:x:)• ::r:2f -f?1 ,fJI'OVJ~rt"r/ t:!Ь ~~ ,/(~)•/( .fJ. 
/' 

732ve~q 7е fv17ttctj9 ;rx; dejil7/.rQI7Q п" ,.se:;menf<.l ['о, 1]. /v'r:1ci 
po<:lrvё;'e o'eft"rr!C';~ &7ёoo'edti7 jv11#'7Q: 

_ y-r;;)-/(x;i :;._~r-x;-/(co.rx}i c;~c:r:;--=f(a".x)j 
/crJ 9(::1:)= f({t7X). / ~ 

. L-· 

,RJ't::eenl~. а; ритР:iјv g(:J::J•/(") !'7oz~I'?O .r/1'1qf~f/ s/;,:r'"eлo/"7 prep;, 

· l'?~r:Л.tqrttvпel7f9 ц= х2 (с 'f ( з:Ј). Њ, G.x; = ~ 1 Ev ={о, 1 Ј pq с!!- .s-/ore179 

r'-'/7~ctjC,. 9- /о 'f hl,li o'~f/171~.f7Q nq 

Е, с (.:с f! E':t: .; О ~ U. = Х2 
11; 1 ј= (:1: Е -€'~ : - 1 ~Х ~ 1).::: [- ~ tj 

1 
,Ј i 
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hid'e o't!fini.r-O"nq 171:1 Е, - {х i Е,:~: : 1./. У' (Х) ~ lfu (: е ( 1)) Ј := 

={ Х€Е.х;: со.п:е СоЈ 7Ј} • { XE/t: -f ~2kFfX( { r~кF i ,uzj. 

С) (у .. f ( t.t.)) ц "" 'j'(:t!) - Q; 1'-'= 1 &~.~.- [ r:p Ј) ;:::ф :' •. ' .:··.. .• Ј 

E,:~:•,f Ј 2>5 •.f'(.f•Y')•(xelf.x: "•'f(Z):itO.fXI!Eu}a 

• (хеЕ.:с: Oll$a;.:z:~1)•[-cz,1-a}i 

r.i) (9CX)•f(v)1 ц•'I'СХЈ=(лж1 E~.~•{"'1}}z::::> 

Ех == (а1 r с:о)1 .1:'9 -= {х е E:Jt: : ц:•'f'(:с)• t."..:c~ Е~ Ј-

., r :Х: Е Е:~; : () ~tn:z: fi '1 ј .. ["-1, еј. 

~:~ f'"'.<c-j9 /(q) ..,;;,_;..,".. ~ (o,t). ;V<>ct !"'*иёј~ ..,,., 
пЮii• fvl'!kel7f!o / ( ';1) 

Rll'zv/itQ."., t• 9•:! • 9 1 ( vri_;i!!cfi !i ~ t'nr:,c• f') i . . 

2• go f• С 1 7'f!r 7е> 

(9of }(Х) z 5{ f(:z:Jj"" f 0 zq ./(:Је) Е (•«11 <:!/ ·~··· 
1 /("") Z9 ,Г(Z) f' (о1 '~-"") 

•{ozq {fЏ:}••::r:1 viCZ)•o)1 1/ :ce(-oo1 foo)1 

•:ЈС6 Ј':С1 -:t:1 ~(0,fa:t)(4!r+:ci;J) · 

• о :zq V'::~:e R: 
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:х:. L------" .. 

136. NtttФ- sv / 1 9 /h- mr;пt:tlol?o roslvt:f• .fvпkciJe f;,: !( v ~. lJokq

ZQf/ ,;..,.,Pд~ol,l.l : 
(1 (.%) ~ 9(#:) ~ h(.z:J)::!!J;. (/ [й:с)ј'( 9[9(#:J}'ih{h (.t:Jj). 

@_z,,.ёv'Н>jl• / ( Xff) 1 .,..., Ј" / ( Z• f) • .., V ,.. z! с zq,W., .,..,..";Т. 
Q'e-fti7lc/ol'fQ l'~lq 3'fi:,E.!:17/ft /V17i:o/7'1? /(.:z;f>f} i /(X:•'f). 

RJ~;eпlf!.o. Ne-,.(-1;>- 1• :К:•'f• и 1 fJ: :t ... llf1f 1~е 7t!! џ лоv9 f'I'01"1~':'1iYQ. 

7С7~ Jil!! /(иЈ. rи,.r; V ц-1. lJq D!~/'90 oЬI?Iн .. .f (.7:'1'1) џ~.;.,." (,(.1:: :ю.;-·t, 

lJq*/#!' j'(:t::!-1)• r:z:.;.:z; v.;c. ,Po<r'~ir o'.fi'Л.rё:V1;. fu11~.:~7;, llr.:c;•.fr.:c·f)Jit: 

.f>h • {~е!( : :r:•o v :::-::~с ј • {а ј џ [2,.,. о:~)1 

Q zq fvnkci7i.t ':JC:t:) •,;l(r,.f) J't!: 

.!t?g • (:х:е R: :r:•-.Z'V .:с~о }•(-2} џ [<>1 f'oo). 

(f) 

Rji!!~<!'I7Ji:-· A.ko jt:<:rl'f9ёti7џ У• .f(:t:) 1770ZI!!tr70 Ji!to'rю:zqqrS17o rt!fi.G/1'/f'" 

f'rol"'l;el'f/jivr:>/ х 1 fi q,(o f'04"Ioji ,Ь,tvo- f1.1h.i'ci7Q- :r: •9 (УЈ Q"c ~ 



150 

Y•/[~()l)j l<fQf:? Ј'• f'-''?kctjC, ~~ t:;fl!'//17i.r<:117Q .rq .::С•!/(::1) 1 /1/':'о{'/-
1 ~ 

t!li1Jt:'~Л7 oz17'1i7kc1"1 у= ~n;~e;, /nv~rz17Q od f"",tr:J~ / .rq o.robil'?o"., : 

9 ( f( :t:J) s х ( "..: .1 / 9 .rv ~.vo#110 k;vt!'~"ZI?e / ;.lo"o~em 'rr11:1 d~f 

epdel?tiЬ 1 7~n<;tt!/17Q y•f(.:t:) ~f/n!Fe Y/Ge>~l?'lr~A,r.i.:~.fi'ffl'i" Х•/ (у) 

i ~ fqi.'Yv 0'1;1 Ј~ 

)' •f (/'('Уј zq 'lyf !jir{Y~If; Y•J'r.:C) ј. 

А ,~:с> r:стqёt'пџ ( 1} rr7nl/f1t> .f't> а:, t:/t>bi ycri'I'IO : 

-2:;с 

:l - 'f-y, 

Ot:I''?Otll'fO -:z:x: ;",:z • fr/'.1 (f- У)/ fj. 

~::: fo' (?-У) 

/~ ( t-J 
(2} 

Ј~оl"qё;ђс, (2) dflfft'n/se f<.~nkt::t/i.t а:• '.1(::1) koJ9 р tЛ~rz,.,." fv17A"CI1i' 

у• ,/(:11:). J'oq',.vё;t~ defil"''t'c:t';f!o f!v'?,t:t::j'r! 9 ;е : 

fi)9 - {,У/Е R: у ~1 Ј- (-t»,-1); 

c1:t.(" "е fv1'!-t"~j9 .f c'•fir,tli'q17Q trc't .rl'\;',6> !'f/'9#10 .:r. 

No~ol"!f!'nil"!o q9 o&lf?O џf'I'1Ji"o&ro pro!"?ft"n7Pvll!' у 11'/0'fl/ uvtu?'/ (s7o и 

o1Jiot7t> / о/л/) f'I'OI"!jf!''l.Ji'Y<I :Х: 1 q Dt;. ,. '$ (' :11:) Of'fiT lnVfii'Znq со' 

.Jr:.:::J S' .fi/f1 .ri'o fttf!'hQ rq.ctil:oYQr/ .r7~rc:~e: 

.,. G1"t!1fti::Ji ос.' v.tlfqi~f'I'1ЛO /r!verzn/.'1 f-ez у •1' ( .11:.) i :с - 9 ( у) 

("" i( У) ,P~'•~sf<fv7";лi 8V Jf!oo'170",. l~h? kriYOft'?. 

2• <11't:?f/k f<.'l'/,ђ:tj?! У"" 9 (:Ј:) (=: .f-(::CJ) ~~ lttl1 'Т"qf/J:o":' f.-пkc:;JP 

у• f(.:t:) s/tr!f!'/-r/cq/7 v oo'noa-v пq f'I'Qvv у• :~:· (/ ~.V<? ~е o.:I'O.Ьil"''q 

ё~.-.tо ~orisfl !;оо' .rkti:r:~r-.:м/9 /rfi'Q/!P:';o). 



1 Sl 

n,Ye 7'eclnc:rnoёno; f!o.i"/o .rYt:?l:cm y•..f(.:;c;"" :х.2 (,.о) O<tfoYQr<:~;<t ",y,i;? 
Yrijectnosf/ ot:/ .:;с, f/ Х"":!. 6 ..Љ.Љ :fvl'!,t'c.-jQ / nei"?Q йver.znv 

f .L •• ~~f 
ЧI'IJ"C//V , 

N9~~iпo q1::t a'Qfo ~ft~J'QI'l/~ nje htjekdft -.6ivnivoko /'r.&-/-~

Y9"f'i:- - ( 1-1) f'l"l!!f'I/I:Qvcl'l;i!:-, F .;1 n~ i'nje.t-c;j~?, rj l7t!J Yr?j~i ~;.,;:>п~ 

,tqc.-jq 

(f(Z)• fCY)j-+ Х•у, (Yx1 y€"R}1 

оЬ,t' је f: ~-+ fo1 r оо) f't'eJS'#~yq"j!! "rтq; '7· ..rvrje.ke.-'jq). · 

PrimJeo'Ьq, Fvnl:cij:r f; [O,f"oo)-+ [o,-rco); /r.t:;=xZ1 је hiJ~JO f'Q 

posfojr' ;~i?srYf!!l7'q 6t;тe~f9 'Ј:::/~ сс,,ч:о).....".[о,rоо), ~t:- ;е 

!Ј(:Х:)• j~.:JC)"'v:t" (lf:::-;!;o.Jfi .f' ti'rx:l >пver;r17џ f<.tn~7v (nqCo,roo))· 

140/YYP.Sf/ prti>?j'f1r f<;n~:Ctjt:: f' ;r.:, р:.ји ~;;.·: 

( 1) fe-:c r= .i: ј' ~ ,/D /~ . f/ zq ,tc;j'u 7е 
-1 

(.1~/ј(.:ЈС.)• :t: z.q Y:к:::e.fJ,(•.G'x), 

( l'•.i)e;; = ::; zq Ууе S!?f-t; (f?t-..1- fд,- Е:с- е"). 

Rjeie,.,je. ·Ak:> fr f • Е -+r ~>iJ'ekot!i:t 1 f<lw ~~;.· ~nelvet7t:~ tlrver

:r/71::1 f<t'llkc/'jl f'-~ F _".li fql;yq ot;> fe · . 

-1 
( /o.f)(:x:.) •.% Јfже); ·"-

(/о/~(У)• >' r'yeF (FJ'e.rli~ocr.t') 
pq1 џ,('о;l~ р Е'!' F 1 fv!7/:ci;e 9 (ХЈ• { 1 (/(:сЈ) i h(.:r:;=/(i~~~) 
J71i:t:.r ?~179/:е. }'rel'>?9 lotr~e 1 Z9 ~ЈЬr n9 ;:юs-/qvf;ii>!7/ ~J"q-,<-

cl~ Yo-jno f!' f79'C'/· /'(4,ь;;/'~ / ё!ј9 р ,М;I:q F """.f (Е) 7eq'179~ .rl:vj>tt 

.=- fдf' (;~il7o t9of::J ,· vt>z/ jer:г??Q~sr /:1-1·/·). 
џ rv ~v~Av f!o.ri"JJ-k9j!"'7o ;A .. .-17kclj~ 

9 (х:;=- :с":7 · 1Z !{ и !(. T1:1t:/9 fe .Э.?'- R ' { 1ј. 
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rvn#ij'?:r g 'F l'i7/"tt.tт::ij9' l Jf:!r 

·Х: Z2 
( 9 ( .r.,)::: 9 (Х2) \4=9-(_.Ј.._ = -) 

'/ :::r:t-1 $Cz.- 1 

~ ( Х1 == ::;c:z). 

NeP? 78 f; ~-"" ~ (.f)5) 1 fi :f:{R_'.f".} Ј- 9 {~ \ {1}} fq,to q'q Јё . . 
1 (:z::J = 9 rx.J ';:;t.e (R'{1})· TФ:tq le / btjekci79, F f!О$То7? 

;·1: f_{ R~ { "1} ....;.· ( R'- {1} Ј (s fJ.1)· ,Nqcf'il"70 fv 1~ver;rnt.1 fџn~r::"/v 
1:' Ако 7~ уе 1 (li' { 1} )1 м~ pr>#o7i. J~"n<-гfv~t?O .х е !Df _,qkvo dq 

'? У• :f(::c)- g(:Z:)= :ЈС:х:.1 . 

;z Ce<f9' $1!! y/if/ ао је 

.iJ.1.1 -=1"(~\{1})•R'-{1} • • 1 

fт: ;:юc::fr~ ~nl'ё:r;e оо! т i!dn9P:> ;i!!o .rkv;зv yriJi'!t:Yno.s-1-/ оо' f' 
( ;f i f-1 tiwJ'V ~~ l'ocrrџc;e clefti71'<::/i~ Р9 de ~ 1~ ;oet:>'r"ёi~ · /~ql/ 

•1 -1 
,· fvn.t<:tje :f'o.f 1 /o:f} , 

-1 -1 . 

1../v;i!'ri/f'IO ,s-~ ~ ,s-џf<-'l"!~cJft• fo.f / f о/ J'!Q'I?Q/;e, 

.:?"9t&:f9 1 

( f<>fJ (:!)• / (f"(yJ) .. у ;rq 'У у€ ( .ћ-f-ЈЦ 

Cf1.rJ(:t:.J;../'ii<~;)""~ .:rq r.:z:e(ll\{1]), fj 

( fo.7<) (:r.) е (р /)(х)- х. 

14 1 • .zq ftn.h::./jч ј trrClCvl'l9j~ ;i"lYI!'I'ZI"!v, q,..to ј!!,. 
k. 

1 
1 
1 
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а.) f:R-R 
1 

j(J::)"'2Xr51 (/1"7Q//jvnkclji:!J:f:o,1o)-R
1

frz;rZ.rf5: 

inver:znv '{иn~i1v ? ) i 
h) у• xilf 10 ( i:zroёvr=.jte YtSe:znqCпи inyerzлv} 

с) у- !09 (:х:-7) 1 ,.or:i'reo'r'fe л;imYo ~rџёiс df!>pr11Cije. 

У-5 .,. 1 г.:--:-;;: 
Rezulfct"'· Q} ~--г 1 YyER; h) .;c .. -vY-10' Yi>fOi L-··· 

. с; х• to:~~ r 1 , Ууе R. -
J.i.~· ,Pot<;ztfe c:::li? је ,n~znq fvnA;/7~ fv17~ci7~ :/(:f:J • ;;: 

f9 fwnkcii:; f'. 

143. Nt?d/ invtN"zm.t fvnkcijiJ ~ • :;:(УЈ, с,А"~ 
у ... ~.;._ ["::r;,J. 

' . 

. - -

~·· 

@моz~ !/ rtetriOпofcnc, fџпkcijQ yc.f(.:c) (-оо"" х"" +оо) ;/'lql/ 'J#!O'I'Юznq
ё"nv i'nvr:rz11v t;./nverzлџ;. fvl1!r.crj·v ? .j?Qzi"'Юfr/f/ pr,m,er: 

1 {. 
Х ZQ :Х: !'Q'СЮГ!9/ПО 

У- (%)""' 
· -х ~с, :с ti'qc.io/'fQJпo • 

h) Hoze t/ l"t!!,pqaf::/~ ,". nel'fN.'IvC9' fvпkot79 /'( koJ't:l 7'f! moпofo'7Q, 

Q// пе 41:"/ro'?P} tir!q-// ( jec:;'t70MQ011<r) if1VerZf1џ ~111:<:/jv. ~.t:tt70frr,lr 

pri!'7fe're : 

f• У-2 ; 

2 • {2 :щ xs[!i,G] 
у= :.с zq :х:е (-оо,5) IJ (6, т со;. 

Rezџl-lqf. ct) Oq. ~џ11.t:с179 /(.:Х:Ј 1~ Ji!.-o'/70~Qёnv li?VII.'I"znv k17.<"t::/.,v 

9 (у IF Х)= {.у z.q у f"Qc:Ю/7q/no 
-у %'9 У ir<totOI'/Q !rю, 

-1 

9d;ea· -,е 1' ='Ј ("' f /. IIТJQ li !Jirihleoю .!vпl.-c/.,r:, ,ь,:.'с . t'o~vџ /!'Jve,..r".,v 

.... 
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r;2.6 FUNKCIJE, ZAOANE PARAMETARSKI 

145. /zrqzili ftn/.:r:ioqq/nv :«~Yi"snorl /z~ l'ro"";~nt?>"vil? .:х: i у 
,PO~I"<Ifi'dq'1'0m ?ol'1?r:Xfлe /"''/"'II"''7?'YYII!f (/:'qrq~*"" Ј qq ~ noё'/17q .26')1 

~~ // 
~ у• 1-::С/ (.:X:f![0,1.7} i iiJ y•ln:x:-~ . 

. Rj~h-"1~· Q.) SYQJ:r, fvqЬ:-lJI:, y•.f(.7k;J 1'10ie 6ilr' f'91'Vmt!lW~I"f9 1'/Q' 

ГJt!o<p·<~лti:!f:tno !71f10fl0 ~ • 

t· NO;je.:tлo:,'(r:n,nlj/ ~;::q~ ;+ ~/ · s'"fo &f!' l'fO:ie џzet't' r. - t, ,."е 
~ ~ у• .f(:t:)- /(t)• 'f-t Ј tf! [О, 1Ј1 fqko Ф ?11-Ф'јi? )' • fO::; 

mo.i• .6/f/ см,Ь ~ :: 

:x:-t Ј· ;• .,_t- (Yt~rc.fJ). 

2• %'nql'10 ot;> ,. dh11t~ COII•t•f :r:q YtttR f19J q,.to "*'V/";7,0 ~-Jt

( q ro 1"1oёttrl"10 р,. .ЬА' t j'f"f::f::. kro:e tЛ~tl'fJ'I lf 1 Фt/ео t • J't:,o.-~19 ' 
•ff1'9~nf Гс, 1 Ј r' оЬtт1Гпо )1 . <7Ь6/'!"Q>по 

' :r 
::с - t:o~~t11t1 . у• 4'Н111t ('Ytr [4 т]. (1) 

~;,;..;. 11 l'f!!Ьcijtt ( G'l/tr~,., rnt10ii1q): 

.:11:•eor·t, y•.r/1?~~· (Yt~c-•,.,..:oJ) 

!ilfc/ fvл,k:ljv tf:9o i rell?t:~?o (fJ 1 (f/ frk' v4'/oy;. ftt [о, f-1 Л«tpt''oof1.q}f 
Nq смло""" lJf"9'1i'it9 fч".«if(!! t 6 ,ton..rrrr.~i#f:?// 9"9/i~ ~"ь,;9 ~ .. ~ t 
/ . У- l'ti'l~t. 

2111 Љт0t'?ftlqr1;. rм~ :Z:•/r(t/1 Y•/z(~Ji ·U<W:rifl> ,or~~it,!V ~ft7,...rA'fl 
~ёiм PYYi! и f'qVtti ; - nr ;.o-лorlti-111!1' ....._", fN/t:l ;-tuлiJI# - .rlrpi_н;,.,.,.,1 .. 
kl'/". r ~q r'.rpif/vo"fr irr?pl/clfntt lf'ь~;'t!> 1 q / :rq IZI"t:lnY<?11JI!! rAiir-м ~A-Ьt-
~cnqcЛ;"" ~!7A'tt/ftt,.,r, ). 
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Ь) l)qfq fvr;kctjQ у• у( Х) ~fiп/SQ't7Q' r ~ .хе(о/ ft»). 

f• $''/QУ79ји!/ :с= t:/ ( fo 1'10Z~.fi'IO pr Ј'!' tJ:;~>O fX'l~ .r/IJQ «1 /(f}rt/ 

uprovo CJ:vf' {О,·-1-00) ~ofi ~~ jt:cil'"l9..t' s/:џf"' X-~Yt1-pt"i,.,jefii"'I of? rrq fo 

J"f10rqмo ;:o.zift · ~oct izitorq {Ur;.i-~Jтi!> оо' t )1 Фln-~/ff!O 

х-~~, y-t-2 (Yte~) . 

.7e&no ,r' "'""'/ ..rfqyif/ у• t:t r 
2• Vжi~·и!,· cf17 је 

х• t:1 t 1 Yte (о, Ј:Ј, 

::C•f.,t 
1 

yaЏ.,*ft 1 Yffl (о, f~. 

21:1$/о GI'10 vzt:// ~ Ј~ tf! (~ f) i jeSI"ГfO // I"'!!OVI/ fr, wn/fi }' 

146.- 4" 1~ f"'*ift о~""""' ~ы;"' о~ ,..о,· .. ""f _,. 

C/Svg;;~:~Л<?) : . 
(1} х• V2 S"tl?f 

1 
y•1-~:zt; (Yt•lf). /' . 

t:l.) N'7d/ fџ'1'J:t:tj'v у• уџ:; ,. o~;s.· 1Ъi p:xtrvc~ <::kfznr~/ft' / 

s/i!v ( #'v/' Yrij~l70.r-l/ ). · 

h) ..<:""7е .я.t Ыf11е ~*teri$fikt!! (Otlohi'rnt';) ~"~Је У• уџ:; ? 

С) 1'011'/оЈ~ п· YI"IJ~q'l'fOd;: у(-2), У(-1) 1 у(о), )'(..1} ! 

с') /1'1717 // fи.лk~?9 у• )'(Х) rl?~rzr;џ f-'h~jv 1~ <?ko tir19, c:o'rt:~i'/ 

' 7~ ~ i t7JI!mv ob/Q'cf oltf/пl~fi? 

t:j lJq !/ i/11~~ ~iQ>ёtђq 

(2) Х• ; ".,;, '{ r~i!t 1 Y-2.r,f?2t (rtt::[o~fJ) ;;_/'. 

~flr;itFt: t'.rtf<t fџnl:t;ij'v у • y(:r:) *ОТV eleft'/1!4-'"" re/9cil'rl (.f) ! 

/) А~о f.l (2) t YQI"Irc;. f19 Sf!<11'1"t1/v (S90't<hлo,., (1 ~) 't:/u;/1'16' 2-k, о 

!:о 7ој се ~ ?17/:Cij/ >' • у (:с; ~~ ,r 
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Ь} O<:frqt7/C~I'!i:11 do.rfi:ie SYoj .Гl.I",PI"tN•7џtrJ / /t7fiмvl'? (fi tir!Q пiлimџл7 

i 1'70~sil>1l.I"I"J - ~o7i. ?)
1 

sfro'to morюfonq, / fo 1"0$'/и:lо v (о, Vi Ј о 
o_PQQt?jur:fq v [- V2; О} i F~"'ПQ 1 l;onvett$'17t:f 1 17''?'fj1.1vt7~ ~( o'r""'r CJso~,,: 

~ ~OJt." ZQ .$'QQt> пе Џl"l;j=',."o IS,Pift:~ тi) i ' . 

с; y(-:Z) i у (ЭЈ пе ~lc>le 1 Jf:l" -2 ,·.Ј mje v po<:~rч;cijv defti7/c,-ji!

oo' у• у(:к:) i оЬ.(" у(-1) т' у(О) pO$/r>J~ r'jt!!o'no/!cr .rv re~;Ot!!~fimo: 

1, о. 

ol) rvl?kc!JO у•)'(Ж)•::С81 (~:r:E{-V2,Vi.J) ne-t"Xl /11Vt!!r%nџ Уе>с 
Yt4r~~~"v /nYf!'пr.t'N f~n!:f:lj'-1 ж • 1: VY:, ,fojer 7~ o'e>fti'?tS<l'l79 v ['~ 2] 

е; Ne (:z~/o?) 

1) а !~/ој fl.l"17kcij'i Р1о poQ' .::rj (~lo?). r 

'R/'e$t!n;e. а; rt.m,to;• ::c-~1(-f)•:Z~J/ >'•l.rft)-W·t2 l'uo'fl/fЛ/.-onl!!' 
%1:1 r.;!; е Јг. $~yil'7o (~ovqrqjvt:!u Ј ft/Nr<=ч ~;.,y~,;"odi 

f -...-со ... -2. -1....;, ·о 
~. f .• 

..Ј_ 
2 

... 
х ... -fв -2 ~ ~о 2 л . 

-.-с:о т 
... 

.Ј• ..1 
~ф w :-V+ у ..,..,..оо ···*·W w-~ ... 

f J:oлs-frv/$e,r,o ~vr:ttof"'Ct!! 'ft;x:k!' М • (Х;, ~:) u rqvп/ ( l)e):Q,-.foyo7) :I:.Dy 

pq """"'о (G,-/<mJittl"f ~/::Q 1%' 'j/qfkol"'! ~rivoi"'!)~.Ь,fi f7t!>qtнli 'jl'ojik 

krlvv/;~ 
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9eo,."ef'rr7~ttt'- objcunifi !) . NCf,Pt$-Qf/ ~/v {vl?kc,J'V у= W џ 
lecrnoe/qyn;Ji!!'!'l7 J>qr<::,l'1e~rS"/:D!? o6/t~v . 

.Ь) SoS"/qv/1/ o~ol'9ro7vcfv -/Cf!JIIc.u yr~no#/ / f"''VJI:!rili aQ .s-e 

Q'o61J"I'I' 1 ,Pri.61i.Мo 1 .r--7~.:f/ '7r9fitt" .' 

1 >' 

_PI"ФYJf:rifi Qf1 ~~ fчnP=tj9 1;.,.::, j't"iiJI/~п 9,.qf"/k: \ 

>' 

[)q li qt:,,Ьi~nq kt·r"v9 1'~8'/li7Y79 91"'9/t',A:- ne,t-e fw,.,)ctje 1' t:z 

R v R i' 
. ,-;· ... ·~ 
'.• 

./ 
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1.2.7 OSOBINE, NEKf VAZNI РОЈМО'П 1 GRAFICI NEKfH ELEMENTARNfH 
FUNKCfJA 

1 1 -f ;; vТ-r 1. 
з;:о/Ј Ј х* Ј х ј е) х, ~ 1 :;: Ј Тz• 

O<tr<!'c:tif/ ~/9 r:Yefl!'1iciJfll ortn fv17,~:r=tj~, njthoYe .Ьif"~ ~i17~ 1 

. P,17s-frvl'~f/ . .l'"ib$11o 91Y!fi~ ;1:t1 J:reo'~I9Y17t')~ : 
t· JOOIII701"'!'C1 r~/f:- ,..,c::;c.l'}'q;,.,. Fl?~lJ'Ir!! Ј; 
z- ~;of1q/t'7~: rqzlol"''fJtt1'11lill' i 
'.s• 1'<:te01'1'9/17f!!" t:?l'f"!!'h<?l"6',t• ; 

+· ti'tqoji:~f1q/llfl!' r·~qr~e) i 
~ fl't:l17«t!rql'~tmfl1e • 

Z<?flп Р1 ..rx;o'"' o<:f f.vl1/:t::lj9 1 l'"et:kfi::n"-f~lh 1"9/t~~~~ oo'~l.f/ /'О 
jf!'d'frJ YNj~~ VJ:ofi):o j'CI.tfi:,jtj _,tOJe, p!"(!d~-/911'?9 f}.:>flтeb91"S'~/ 
(.i'fq ,. qrlf~ft~~; At-oj f) i ~1 /rqe/oqQ/лi q~h<:1~# Ot-o/ 1 ~/ rrol1.rc~~
q'~/ql1 6f"'oJ: h'wtq и· ""*,. ,;.qс;оп9м izrf:P: ь,h. ,~"0,.".,., ero.f, 

fle.:u/197. t:q DtJf/ni'4f9Лiill' #/ <rf19P:l l"'''lt<lll1o ::С • F- Q. .• -cz Ј~ J!'9f'l79, 17et:J'!f'O

PtCer191 sfJ~ 1"!01'1'J1'tm9 ;'?'oz opQt:t9J~ ;&q ::с i z (-~1 оЈ q ~ 
. " (о1 ~·ео), ~"Yd:•nq. F-• а:" i :t~:' .trи ~,."е 1 ~{uc't11 пec91'Q'1iёen~. 

AJ:tc-~~# JJroi fr !7pl'.1 -~ ( fo је Yr.'IJ· ecl~f 1-'t; ·. ~! v ~r::it:i 
. " . 
:x:.:::.-ff) i -!о: i~noi:IIJ q/9<!'.60/"d/ !Jro7' (q~Ь:,r.r/:7' hrc/ fr ~Уо~· 
/'t!'t:?hi /Jroj- rqciol19fl7i ili t~ol7q!l7/ l:oJ'/ 7if. l:.or,Z~I1 ~~ ,oollпo,.,q 

s =/~1/п rqc/OпQ/nitrl l:o•ftЬI'Ji:!-17//1"'19 ). #eclt.tltir1 с:Фiе fvn.kc:/7'1:!• /'10fl<.l 

popri~Jft' i ~17~~17~ if"'QC/oi"'Q/17e> J'f'IJI!!!<:tl'1.0..",. ( irqc:ionq4п boi 

f:o7i' 17t71!!! q/~tт~i). Tc;-tf:o sv ~е~.;; ;z ft'oi14'C_;.nmz' bi'OJ't!'v,: 
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~ 

h) [)(:f/lrl'sc,ne и !(\[ој. S"Ye f;i o~jv v (~'f~}, q f: / ;v o~;v 
и (-оо, о) 

1 
оЬ~ v fol"7 '/nf!!'I'VQ/1.1 junj-c.Ji:, -}r f'qtrfe • -;i р ~m'C~119 · 

sq . аЬп;е •J'rt:;м 1 ОЬ~ sv o,sfq/(ft nt!''*/~~•f"N!' ~ оЬ?' 4'frq;т~. {1 

Ј * .-/r-т •. ~r... ~.;r-:-
C) t=vn,katje i/Ж ~ 1 V.:C" .SV ~117/.$917е V li', cruk 4'1.1 .:IC 1 уХ 

1 ! г:-:- . .",. • )г-::- "А- . f r::-
q'~flt7~/'l'<7 v Со,"~"со). v:c Ј"е- ~pt:l/"'1?9 1 :r:: ' va:z rrne 1 <? . .:с '. va: 
Лif"'"'• 11/ ~pqNlt! (~fo ?ј. '(Её Ј~ f7«19l"''!!ЛI'ёtftl'f9 6 ObJl!! drfll'f!>1 

ot:>,.t' ~ {l;i 
1 

:с.*,. х~ i t';; o~/<it!-лe ~ <:lonJif.> if'ft'q/71!', 

r:t) Fvnkcifr ;_f, ж~ 1 ~ sv ~ir?i~mt и R~foj, doi~~j'e 
:~~:;f т' W t:lef/n}trQnc- v (c1 rt:o). . 

-1--~. · 1 ; -'- .N ,Dql'ml, с, ;f /:+/.:т л/pqrhf!' l'f/nl!'pqr~. 
:с 1 "С: ~pqrnq 1 .:t"l;., ~ V""~ 

.7(!!1(;'v li 1110nofone ? S'YI?.ki t/'9c/-'!Q/лi t~z ле tr!OM .ЬШ ti-9c:to179/Qt7 

~- . . . , . . · -т ., , k., . . 
_.,, ..;71 Jf!r .~' Лfl"':t · /l"ql:!fO"r:,/171' tZrfn Ж • w-Z9 :C•u l:JJ'"' ~01"10/}'f/ 

bl't:Jj .s1 о zq .х• 27 ~Ы11t:1tr10. ~:zhnf7eн/ rqc/o1791пi /Ј1"07· Ј. 

е; rиn,.t-o-'ft' .:~:1 1 ~ vz sv. ~:~ttfiпi.-9ne и Се,"~' ct~J~ oe,t- rr.t fi.,nj-cl.f~' .;r; 
f .:,. . · ( k . . r tl' -r "' ,;r · 7 ..,е;.•_~.,,.~ ч с, r оо)· Tq о, np_r., l:t:rtnt (-2), (-:г; 1 о 1 ,-f.,, 

(-z('i p.zJ'It ~"'o7't.t .s".;""l.r~ (",~· ~ft'ni&'9nt' i ле p"_.~v?'9fr .,..,...~ 
N19hr' 6!"о7)• S'Ye t:~f:-ft'r/ fvl!):r::tj'l!> .ru о'!rџл~&~ oq'ozoЬ, 7tNV 1/ 1'110'1~? 

/mq // . t'l"1i~/9 <:JOVON'ri о "oorno.r!i ( ~/'CI"tiO~)? 

@.tol-e.li'U rxt ~~:б- 1~119~~· r~cqo~J /.IV*~79 ft:;eм 
(trllni".,.,., J~~~?h1 vrђ'~"> ... ); 

4Ј t• ff,.,.. ~2, 2· ~ -.t :2, а· ff = 2 __ , ,.. (%i..f<J+(«"•.t~·.t2)1 
s• v(.:$)Z .;s, t!f• v{-G}i"--s, 

'l r:;: " · n n .,. 1;;~11 "c.t,. (11eN)" е- ~ • jQ.j 1 . э• {уа) •Q #/'l.~o,. 
fO• (fl'i!i f;. q, zq Q. proizюljho /n nep9r917 111-ј, 
11• 'Vcin • ct :щ t;t '" / t7 f'I""I~W17l?n 1 12• Vci" "!" q Z9 ct p~Yof-· 

по /" nep::~rqn 6ro7~ 18• je<:tf!Qt$119 ~ r ~ ::; Vtox.,..f ,P!'t!'dr/Q· · ·· 

YIJ9 '!) Jf:ctnч Clr:trt!•d•лv ~otnq<:ii/1~,~ q,(ь ;roe ..rlf'l7.6o/ ~ (ct ::,-0) uz/пq, 
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т v q,. -а rt,Perv..r; ,. V". - ,11> 

а. /17<rt!'e с.--""'"" о, 11i1o) 

Ь) 

1• 
17 ~р г-;- 11 11 • 

~=vc:t"' (n1 pti1JI}i :z• Va ·VЬ"" v;;ь,(ne,v}j 

Vcx-t)Cr-6) ~ v;;:-f. ~' СХЕ!(Јј в• (o<'q<-b)~rva <'V,Ь) i 
17 ' 17 

(c"q·'<'1)-ФVa ..,;1 i (ll>1}.,. tYa->1 1 (Yne/ll)i 

'? r.:- '? ;;- 111 11 (а. :о, neN)"'+ ( va '<' v ь) ј 1.1• (fl'/ <"n; 111/'leN)-..(\.Iii: <' VQ:} i 

r, f е ~Ј ј 

.ft• ct" >о, (r.e R) i .s• (">о} -ФО (с/'-, 1) / 

G• (r,.o i а.<'Ь}--+ (Cl."~b,.)i 7• (r.;-:o, o~~~r)~(<:J.-"?1); 

s· ( r.;-ol Q. '>1) ~(а"·.;-: 1) i 

9• (r'<"o 1 Q<"c:.-:::c)=!}(q">/J")i 

с;) lf1 ;' /:::;;; ' • 

1" Q. n - V Q. Ј ( 1'17,17 е N) ј 2• 
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* '+ f f . е• Q. "/' Q. Ј (Q<:O)j g• Q. 'j*Q Ј (Q.<:O). ,., 
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n0/'/7 hroJ9 .: .f{'*-c(j~rxii"Q#i.II'?JJeJ-9 nent!99f/vrt17 CI'QJ. h titji" Jf!! 
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$t!! oq W~ 'tQ.~: 7'е q.~ •. Vts •2 1 'V27 .- а1 9 Q.k. V-27!7e 
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~flm~ iii:oJi:i : 17f11'. V'f6 • ~ 1 9 ne l(1i'"" = +·) 
1" Y<:~zl; · 'i: iJe yqz/ 1 .Ј• yqz,· 1 .". ,.q~·~ s· 1'9Z/~ о• пе 119~~ 
7• пе yqz/

1 
(Yq;; ;щ c::t ~о ,· ne/'1 i1/ zq С?. е R i' n-ne~i?)1 

е· VQzl 1 sџ yQ:z/1 1о• rq~/;' ??· yq~·, t2· yq~·~ ,.".1} ,- 2) 

f9C'nf1 fy,.qrl?j':' 1 (ц sl"f//'~.F~;to/ pl"'9,t-S"/ 4'1-;,.,ь~; ~ 1 (а.: ~о}1 
t~/'10/'11 Ge V:Ziir19 .i:9o clvo;rt:~Q/'7 pq ~ "'~· Р'~ ~· .. t 'f) 9 
ci,.Vf!; pvf · ·~о f•ct17CJZ/10ёi:1n 1 p:t ~ Л_РI'. ~19 ~179ёЈ/19 v tJ• 

~l'f19r.--Q J~ncl'? oo'r_.hOI'? jecr',.,qёj1701"J. JsiЬ. 1'9~ ~ џzifl'l9 ~ 
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v'zt':l'l1c, /:QQ ,ь:tпownf:/0~ Yf"l~n~f о)'Е"· fvnka.ij~ ~ fqёlt'/ х с f . 
. 11t:l:l~ft/171 rq neq~o~,fr'et:/170<&"f r лec!o;:нlfSf;vq 1 'j8r t:JI191"'70%e ctq 

Ф~е- Ф ~;".~. / 9re~,Cq. .!'~ ~ i~ i8j'Г'Qv/'7o џ~Jt/r?QI/ 
jtxtnoZI79ё17V Yrizi!-Q'no:rf ,Ф"Је1'79 .r- ,f'?ГI?Iir-7 ~t!i'hl'ol'l?.}; 

" tlf," ne yqzl 7 tб• V9~· 1 te• пе ~~ ,er J'et и:i·;,;f!>nq 9~

$/:;9 М fS~r<1t!lyqnfq .sq ::с i nqifl]e · V .:;ct> • f .:t f • ~ • tr917 ( .t) ј 
Ь) t• ле- Jf::1~/ ( ~Q1f'9~1 YQz(?)i 2" /1tl rO~i (3t:! Ј:ор o,JJii'!JI(Ii:P); 



,• 

."162 

· .з· ne n;ii
1 

( ~Cl f:r:JJ'e 
1 

f"7 ;., q1 о 1 n YCI~i); ~ • ne YClit·, ( 3q ,.tojt! ' 
а.~ n i 1' ·YQ;/ f') i s• ne VQ:rt', ( :z9 .A:t:lft" Cl, n i f' 1 tP;t~, YQ:zt'/')i 

' ~г- ~ ;;:;- .J·,2r;-;::;; 7" .... 
6'" ne ~·/ jer је V -8•- V 9 с-2 Q V, ~~.~!~ ':" 2Ј nf!U'QZII 

rr f' jzrqz пq !i~t>oj 6'/I"Qni c'efin/~1? :ZQ ·;;re "х .. !,zQ i:D~ te 

(.:х:. -1) ( х-6} ~ о, oloA" 1е. i:t:r9:r по .:::le&-/7c::? i -S'~n/ defti7t.89n ::«:; 

.:1: ;;,,; i е· yqZ,·, ( morq .u··ep;;;oo,.,t:'пl n !нт/ f'riroqQI'f .Ьrој /"" UQ ь; 

1'9:.i,ft, Ф19 ~fr:1oij9 !'); s· rqif'; 1o·l7t!!' yr::;-if·, ( JIQzi &oi"'I ;щ 

ле,сqrпе 11) i ??• l'!t:' vqzi1 (vqzi ~/'170 ~ ft· Cl"'>t:/'"" 1); 

С) f• 17'!!' l"qz/1 (У<?:;· q~ Је r Q.:-O)j 2• / .Ј• fi?_n,* l7t:' у~ l 

j:rv:zey ~ '/vёqlч ot? ~· ct. '?'О Ј -r-· ne YQR~ !7щ:Ц!'У q,ф r ~'?'О 

(:zq ~~ r то~е JQ#/11 / ·.:zq Q ~о- ~i" еч ,Ь f'e<:l/ni /Jrojt!>Yi 

r f); 5• !'!е YriJ~~ (/~У Ч G/ЧёQJ'V ~ ~ (t ""fJ if/pq,t1 

~ ne.te ,., - ~о7~ ?)i s• ne 110z/1 i:zv:zey "siGI!dQi" ао 7~ о-::t:џ::о 
(mo%e ni pq~J ZQ neke r yr/J'eo'tf/ r)i 7• Yl"iJff!ol/;' (Ј• Yl"'jWi; 

9• Yri'/i!!<ti i 

cl) t• ne- vr/ft!!O't~ ( .1fQ !:оЈ'!!: ct1 n / т 1 ipq~ vri~· !')ј 2• Yri;~·i 

.з• wi7ect~· i f- • ~?е yqs/, j:'r tz.r<:7z/ Cl. f o<:lno.rпo {/;i! n1ir-v oeo.f'ti7/

~ni .zv а. с::: о ( ~ .G'I:I'.Ipt.l ~lh tJro?~n:~, пq tФjl' t.~vtj~-t / пt'.s-//

mo k9(( <f!OY'Or>lr?o · о all!!fiпti:::l;/ · tilrl"'9xq ч. t:Noj ;chJrc/ 1 ;er ф!!Ј ТQO't • (, 

!V!J9f!1oj·qпq(/:c' 1 #? rq:,g'~f.l ·ot:Y ,.tom_p;e,..t-s/1E' ·-.-{"о,С., .~ F&eЬno~IIQ)j 

YQZ/ ~ <:t;;JI'O i s· Yrlji:.ч:t/; 6'· IIQZ/j 8• пе }'Q~~ ;f~r /! а.-1:..~= 
- V7- а. f .zr:t ;'ае R i. 9• ~ot-7.:o/' ·r:щ ~~о 1m~ a.f== ClfJ;7"n.Wili. 
( fж ·ovc1q ~,t>-J'veџ;'er?O ·ot? .те /'1"/ o&fi'ntbt!i" ~*ц. sPё9Jv· Q. -::о 
mо:Е'емо 09fl';'l'flё'tiY' .:$qf'l'70 nt:? -&-/f.lё9;'t!-J'f!' ~. r rq;t:f~~~ ;;' qqf С/ 

req'f.l tФ yt;fi?on о 6/!А:-џ). 

750. Noveб'ft /:JQr ёehri 1-onl:refne pr/1'7;/!ne I!'J:c;PO/'It:'l'fCIJ'"'/ne fиn~j't!!: 
и priroctn/r? / -/f!!>hniё!:!'.r? ЛfN1:"1m9. l:o;r, .se )Dl"i fоме ( v JDrfl'ljeлl} 

оо' ekf>,.o. f<./i7*CJ'jl оЬ";:/'10 ?OJ'9Y7_'<1fr !' . 



163 

Rt'!!zv/fqf 1) ~or;x;,clcmje ~oq~fime mQierYi~: . 
m = т. е~'~' ( o~qпll!! 17'/QGe т џ fokџ У~"СЈ, k"o). 

2} То,..<- .?el'?tl~~ re;;fkO;J'e ( isfq jЬrrrtv/9 Љ?о v "/)) · 

.7) ~zm/7o~QYQn;l!! I"Ji.J::I"'.ЬQ v J'!!!Q"/7o/ ):'џlfvr/ ( 1$-,'q formv;t, ):Qo 

џ 1) ). 

"t) :f'qv/.s-no~t prlft(;p:;. (yq;юtr.;.s7t7a9) о::.У y1&-tne h: 
. - f,,;· 

р - р, е ё (neprekКY"c m;;e/7ft1n/f!' v p!'Orto.rv ). 

б) Vop~~ q~o ~ т~~· yeftёii?ci у ,.",јелј:? v Vl"t'!!!Qenџ t fr::,ko ~ 

v r;yq-J::o,." ,."o,."enfv t hrzl/?9 рrопј~пе .:Frqirl"lter"q је Yrђer:::ti'JOI$'fi 

fe ~ltciпe- v -~о".,., 1'701'7eлfv cnQ'9 kQiieo~ ~ .se rенё'/пq у 1'71'

ii!!'/7Ji:1 fiO e!:tl'f='On•пt:~j'l:l!nom .:щР",v 1 ft'r .&е OnQ ;ir~~Y9 ·~~11. 

fџлl:ciJ'::.n Y?'t!!rt?e'nQ t. (То d'e~ /~!'о mctl! do.tr:lr9f/ ~ .6СА:Уе~ 

ProvёoYQ// proi-fe clifert!'лclJ9!ne jt!!f:;l~lne:}· 

<Jo',fe 7е. у. rrtjeq17Q.S'f oq' у Z9 t•o. 
~Z/t?ofrif/ f>l"tir'lfi:'r t7ClГQ.ffol1jQ kop/~/9 vlo::ie1709 џ il91?kV. 

·~ce-S"d'eo .s-e f'OJi:IYf;v;e ./vnk/~ / ai:-,Vi7t~п<;> .s-q: :/(Ј:)= ~z:/ 

е"" 2, '71· · · • 81"0i е se pr/roc:tno ?OJ'CI'Yj'v;ta v c;ornj,;., prirt?ft!'

,.,.",q ' 9 i Pf'i Ofli.&'V 1'17/?0<fth I'Cl91'Cl џ /7Q'И:::i 
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@ }е$ц !/ fc,ёne .s-~ecte&!- refc,oift! : 

а) 1• /ogcab=/ogcfab/ (o~c:F1i o.,b>O)i 
. ~ ~ '\. :-..;· .. . . r. r: . 

2• /ogc f Cl.·b 1 • lorэc fa./ f /ogc / Ь 1 Ј ( 0 €C:lf& '! / Q.;'i!J "f'ro) i 

э· lcsc а ·Ь - /СЈ19с Ја. Ј f 109с fb 1' (О'(" c.,J.t i а.Ј b",t.o) i 

.f'• /o,s\. Q.• h - ~с! ао/ -~с(/ Ct /· / Ь /)-~ [o.f r /"S'c /h / 

(qj:o fr qb >С 1 O<r:C ,t. 1)Ј 

S• f09c a•h - Pgc (-й)f f"9c (-Ь) ј (0'("С~1 ј а. .. о, h<:::O) ј 

S• /о'јо rJ' • р /~с 1 Cl.j Ј ( Q):o Ji:f CZ >О Ј О«:: С+ 1 lf/ q,ta Је 

а <о q 1' pqrqn bro'j1 О...:: с -F 1) i 

Ь) 1• !rJ9fc:x::;gc:x::)·=I09f(:~;:)f/099r:x::;; 

2• !"9 ( / c:r:;/1 - р IO<J ,/(:х:; i 

IO<Jct х 
СЈ 1• 109". х= ~""ь (o<:::Cl.~"/ 1 о""lн"?' Х>о); 

1 
2• !09 Х - ln?o · tлх ; 

Jгezц/fclf. а; 1• Dq ; 2• qq i .Ј• ne Ј Jzџzey q;ta 7е qb >о ј 

f • d9 ; s· <1"9 i s· QE? i 

Ь) ле 1 jer /zrqz 1'7<? !/7еУОЈ· .rfrq.л/ n,en9 t~fo clefin/ciono l'oq'tч.!-
/ cr- )::qo izrq~ nq <*"G170l .-f/'91'!/ ( OC/170.:1i . .s-e Ј. f7<1' '/" f 179 2•) ј 

( ~ t',Rqk. Yrt1er:~e rel9oi;e 1· / 2 • ? ) ; 

С) f• 0'9 i г• ф (:zq ::С '?О} ј З• Qi? ј f• ~ 1 /z~.,geY џ S"/vёqjv 

c::/q fe cz > 1· 
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153. NC~Crfqf/ <:Jr<?fi~· jцl71:ctj'e у-2 /о9 ::С 1 у- ft.J9 ::С~ у::::2Рј /Х/ 
( ;зo<trqzџт,eyq se QQ је !Jq"zq > 1). 

Rezџ/fqr. :ZQ х >о sY9 fri CJr9ft~ re f'oci~;~ФI"Qjџ $9 'j'l'o/'ifol"'7 
у •:; hэ "::с 

1 
~ х о;; о q~...,'-'99 CWQ /~/v !;;,.; 9/'Qnv .rtfl7efrli::~i7џ 

sq 9r9f/!:otr/ )' • 2/оэ Х ч oq'17osџ nQ у- os. 

(_.lSl;~y .... e<rsf<ly/11 9J"f9//ё~/ fc.~17):c.Jjc.~ ~ --- '"'7/f~"~ 2111ill: -I_Љ,ill: 1•/ott$ -'С 
о.;. У-== .2 . ј .6) 1-е···; i ~10 ; cl) у=5. __. 

·. ~· !/" V' 
~zџМ, Q.) у• 2::С 1 ~ • (о, ~Ф); IJ) у• xl1 ,:~:>о ; ~ 

с) ~ • х", х >о р у • f: zq х >о . 

а.; ( ch х :f s-11 :C)n • ch (n x; :t .s-11 (n:Jt:J 1 (п е N) ( Yr;."jeo'/ // / zq 
.:1: •.11:' ~ "'.:С 

ne,te q'rtl<f~ " ? ) 1 . ( s-11 .:с ... е ; е 1 ch :Ј: .. е ~· ) ; 

6) с.Ј, ( .:~::ty)., ch .:с ch у ::t sh х sh у i 

<::Ј .sl! rx.ty)= sr,.x chy r -~~ .s'hy; 
-.~ L 2 'f-1-ci!RX Ltl -1rch2« J(cltz.:e-.s»"-•-t'),· ../) сп Х:::: 2 Ј Srz Х• . 2 ..... 

в; fh (x:ty; = fл::crfhy 1 {f;,r;.rc: 2f1t: )' 
1 :t th:X:• flt у 1fth .:1: 

sh :с 
( ,Lif .:с = ' cfh х • ch .;cl( sl, :;с) ; 

с,; :;с '1' 
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ch з: chy • f[cl!(xf'y)rchr~-yJ]J 

·:s-h Х c:/ry := f [sh(Z~y)+ .rll (:t:-:t)j Ј 

сh.ж: sћу• Ј {.rh(Xf'y)- sh(.:JC-Y)}i 

h) c:h .ж:- с:!; у • 2 s/; ( х; У). ·sh (- '1-У) 
1 

c:IJ х rch)'::::: 2 ch ()+>')· c1t (:х;') 
1 

Sђ .:t: .f .$'h у • 2 .s1, (х:>') • С/) ( X:Z-у) Ј 

Sh :Х: -Sh y8r 2 c:/t (:;с{ у)' S/t ( .Ж:2- Уј • 

.. : k ·. ~ 

i:5A pctrec~ift' ohftџl ( p<Xtrџa'je; cl~f/m'.sr:II"JOS/1 б'njecre&it f•m~c'j9: 
~~(~!n 1); (у-tл:н•у·~. :х: 1 е-2,7!6 ... /; . 

Ь) р t:lN: si11 (1-Х)+ !9 (/<Ј Х}; (у~~::ђх~ус 1"9f0 Х); 

с; '}= r:zx) t jv 

r:i) у- ;ЬсЈ,2 /~.1 ICXJ, х ; v 
е; у .. v,",~x ; v· 

v;; V7 
1} У • s/n !i' х · 

RJЬ8~n;~. t::l.) pџ11,.t-d/9 ·у-!1'1 (sin § ) је t:t~f!n;Sr:r('t9 ·( t.,~Ftir?Q konQcnv 

/reQ/nt:.,t Yrljr.:ttiOsf) .$'qf'?O Р9 CVJt1 Yri~t7<>S"/t' ~~у;Sпо prot'?J~niJi"
Y~ ~ :zq tt-o;i!' 7i!o $/tr : 7 о • 

. -
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_1_ '\:"х"' _1_ 1 
:Zk-i-1 2k 

., 1 
-.....!..-<t:З:<---

2kf1 2kr2 

/: = ОЈ 11 21 • • • • 

lJ9kle 1 с7~;,.,е:,;,ло fiOCirџoit• ~ fџt7.koi/• ;е 

Е • {:Ј: е R / f "'х tt;2 ј· 

. С) Fvnkci/t:r у.;. (2Х}! f• cr.г,;,;:sqno (1irJq #'mlr;i; , ob•iroft? 119 

c:lftftt7ict·jV rZ1"9ZQ 1? f) 8'q/7?0 :z.q 2 :С - k Ј А' pri~l7 (1';/ * =О) 
hrof. 
09k!f!' q&fiпicto/'70 po<:f'rџoj't1 ј~ 

k . . 
G • { :r: е R / .х • 2 ј .k -о" 11 21 .9, f,1 • .. ј · 

с!) Fvnkctj<? у • /о<Ј2 ,hj,~ k9;. х 7е o'eofti7.r8cmC? ( џz//r'lq ~o119<hv

-o:t~n(,l / 1'~9/t!V Yri;ectnosf) .st:1rr!O :1:9 0/7t!! .:С ..rq t<'o7'e r 
(1Ј !а9., lo.9~ :х: >о ::::::> 109~ .х ". з·- 1-t> :r: > 't.f -~, 

(Ј) Х 7о. 
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zqa'o""'~Пt:> . .r:q· ,:К:JI''f1 ~ у'<!! 

Е• (zGR/ X>'tj· 

#!!) F'џ~):t::'lq. )'• ~ ~ Q"l!l'jlrr,~9/7Q (vz,/rl~· ";.~:С~:_ / М1'91nv 
tlfl"ttjt!d<'lo..Г) ~ ~ :х: zq ..Ф7е fr rr~:ar;;,ђq mi:;n9' ~Nv/7<? ( Jf:r н 

,....". е JI'<?N?O""' ,t:r:r-j~/7.., }1 f/!1' lf'q l:oft' 7f! ry .:с ... о ( 1•" f'tll'q/.'1/ IO<j9r/f1"7/ 

.·.пfll'l?'1f/vnl11 hro7'/!l'rq z,.- ;oOI'!'o!i!! 1 '7 ~с • -Ф - ;,.,,t:o~q~ mjlftcmo.r,l _) ,· 

zџ ь;е· ј• ~.:с "ьс с1е,. f#'J"!:I'j? ry..:c .... :::;.; u",irtq htН'J:oпqc-/r"' 
Yri~qiПQ..s''/ ~ CO:tr .:Х: а: о). 

Pre/'11'<1 7olfl'lf!l' l~l'?o 

(1) 

(2) 

(.3) 

/) rf.I/7~Cij'<:f )'С .Х 7е. t:/ejil7l.$9/79 (t~:rii"J'7 ~.179'ёnv /req/l'lџ 
. S!n~.::Z: 

YNj"eqq,.,oвf) .{Sqllf1o ;t:Cf опt!!' .::t: :п;, ЈФ1ё:r fr ,ьо,Z,ф,.)'В/79 ye/lci'nQ 

1'7t!i"hf!99f/v179 ( 7il'r. 8е f"Cl't::l' о p:!rnofF'! ~r;i!11"- .J~o!'lif!.nv 1'tir11ot; 

e~_,.oo~nfQ) i nq•ivnik !"a~CJёi'f ОсУ ntt/o ( 7'ff-r 9'.-Ф 7i!!> na:rirm~ 

~1: I'?C/(/ 9 IJroji'Jii: ra~rliёi'f CQ' Пctk f4'17!:r;!tj'q fiO'l'jqJII- iи!'Nr~c,;•?Q

<5-,q - po/'f'i/*7~ ~h:>hQёnџ YNJ~Лo.s-/1 q 9'Љ:i ..$''11; orojnik / 170:&iv

n/i:, po-17Q;t-i n<.~// fч17~i? fr nooo~,_,-.,.,Q -popr/mo :ео ~ ·.%: .r-w~ 

YriJ~/7o~f ). l+.f!I'I'"IQ fome 1'101"7 6ifi 

:с 1001 

&П:i:;: ('о.....,. li':~:.",."t-E ~ ::r:'f'~ (tt-.r-r::>.t" :t2, ... ) . 

O·ivq+:, 1'1701'<1 оГI/ 
.•. 
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х >о ' :r: :rf'k (k= 1; 2, ... ). 

DQ,.t'/e, clef/nic:iмo ,P09'rиi;~ ;е 

Е ={xeR{ х.>о .11 X.:/::.k'; ,{-=~2,..1/··)· 

.s"Jj~e-o;,.S l-''-""7~c/fq : 

t:t} у = QI"C sin (/Ј '/~ ) ; 

Rifлienjl:-. 'о/ ,..t"q$o fr vcpi'k f.N7k'c/J9 у• t:lrc s/n х a'elti,/$QJ?q 

(u~imq (l;oлqбt,v 1) rt~tqlnv Yl't,7'eo'n<:лs-l} .s'9mo .::rq -1 ~ :С 'f 11 ;'i!!r 

f•·'l7kcile у- $/n .:х: 71!- F 1"7оф/џ e<:Jrt:~nlce179 4'Q ,Eoc:;.'l/7/co~ ,..о 

rr70!'9 l.џf/ 

-1 f !n ..:::: ~ 1 ......... !01 ~ ~ ~ '10
1 

.::::='> ., '1; х~ "100. 7 "/о '10 ' 

Oak/e 
1 

ctome'17 7~ 

Е • ( r е R / 1 ~ х f 100 ј. 

• ;., #fCO · н 
у= CIN:: .s"ll'l .. 7 ·

10 
= Qrc 6'117 (1) = 2 · 

Pre/>'lq -lomc '· ob:r:irom O'Q .,.е .fc.,nkr::/.,q. у= Ql'C 11'in х 1'Q'S . .t'-'~ 

fvnA=i7'9 1 li"'Jc,r?o Ф 7i=- $'/;l.lt:J yl'l7'e-olno.s".,i/ ..iv;"J~<::/7(!. 

/(i)•·Y~(ye~·l- f ~Yf{-}· 
Ь) Kqko ј~ -fи;ketj'q .У= Q:J: zq а <;О <::Y'e/1r,/s-0170 .s'Qmo ;со 

р 

х:.::: ·!l ) J'l/1!! le. 9 = 2 Ј: f 1 Ј?е;х>rоп .6ro7· r dq,i:/e, 17/ .:rQ mkvo 
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lroc/oпc,ho .::с 
1 

,Ј:с,о 111 :rc rc,c/o.I'JQ/17o хо7е' п/је ncvecleпo9 

o/JI/i:-9) Ј fo /'7CI"9 ,ь;;; 

Е• (xeR Ј s:• 
2
;t

1 
:р; 2 ct?'t::-1/ .ьгс1f!>У/ј, 

9 "*"'1' · Y~"i?eQ'~t;' fv-?kt:ij• ~ 

/(.!J•(Yf!'~/ y•-?vy•r1}•(-1~ "). 
//' . 

~tr?ft' 9rqflk f,;nkr:Fje У- G co.s-х r 5 s/n .z. 

А со~ .:z:'o • д. 

У-= '10 sti? ( :>:: .,.. q 0',_). 

kriYv Y-to .rin :с fi"'~Jн:;. /'C1"1(e

rifi v .$'1'1#"V. -х (76'1!' (о~,: v!tjevo} 

ZC, O,t!i''f 1 t// r/"C1Л.$'Qj-ql/ OS't..l у 

Ll s~fr"v '1- ::С 08<!!' ( fi vd~sno) 
:Zq о, O'ft. 
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~~~ 9t'?lt.k ~ y-orc,Y 4-' · У v 
L// Rjest:,?_Je· _1_ 

у ~ђЖ 

.;. 1 '"/ ...... 

:ZI::r У ft!ibv : 

Ncx::!"fr:tfi 9f'<'fi~t! ft.'l'!l:cijq : 

су 91"С ~ /17 ::r: 
6) C7rc sin (Ј- .s-1" :х:) 

<:Ј q.,;r,: sin (О::# :2:Х:). 

@V Do~:zt;t}ll re-/Q'r:je : 

.. к / :· \ il 

у 

· <:t) Afe si!i .:х:=(-'!;". QI"Csin .:х: 'f н п 1 ~.ft' ~ n cto .6?"с/ i 

Qf'C sti-7 :с prt!o'.$'(qy/j9 fџ,.t ( ~.1 .61'ој) џ .1i-!fei'V9/v f/1 f ј 
&;i' је sinvs ~1'19~ :X:i А~'С S//;.::r:: p~,rqv,f9 ..r.kl:/"o /џ,.<ьи;. ё/7;.· sџ 

·~ 



·-"""""· 1
1

' 72 ; >., ... _.1' . 
''· 

sinиS"i ~у/ .~170kt' .:r:. ( c/qk;e. 1 Arc .ri/7 .:r:. 7е iлverz/%i j-q о:У .rt'n .::~: / 

y/sc-znqёлq је - ;;,.,r:; Ь:-s!;опqО'по mпс.:;о P/"ti~cr/?Os:Г/ :;~. ;$/и vr;j~

dпоет qrуч/'?еп/9 - ё/19 .s-= 
11 

qrkvs- .s/m./S: cr ·&А~,$~;!· :.. 7i!f. F'пr;;;
ztx.,c:-;..,q 

1 
7,.Оvп9 yr;je.::II'Юs-1 ;' ёt'lcl .s-e- : ~1 m9h · C,rkvs S'/nvs") i 

Ь) А,..с cos ~ ... t. qrc CQS".:t:r :rd'n i <ЈОЈ~ Jf!!>. п c::;ro bre>J' 

(о ~ t:trc COS' .:с: ~ ii) 

/ kr:;o џ Q.) i r:mt7i!!- 7'е A-rc сое .:с: ..r~p fv1'!..tct79 / lюј~ 99 је 
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§ 1.3. NIZOVI . ( SLJEDOVI Ј BROJEVA 

1.3,.1. Pojam niza, mecfa niza, nula- niz, gгanicna 
· v..гЏednost niza, svojstva konvergentnih ni
~ova, tatka nagomilavanja niz.a, гat4jnanje 
s gгanifnlm vrЏednostima nlzova 
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178 

(-'!)" 
preqqqy!fl пil: v ~. Tql:o 7i: 6'0 снп)• --п (ne/'1) :tt:l'*t/7 
~.:..._ .... .1.. _..1... . ..L 
" ..... '} 21 ~l'i'' 

Ј) /Vt!!!"~ ј#~ / fv-7./::r::/jl? /z я " · Ј< o'•rti7iG91'7o ..rq 
• :·· ·:· .. ~·:'. ,},. . ·.- ~ ~.' i 

.f(.:X:) == ( .:х:-1)! 
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fiO$foJ~ ) / oC?'/"'O'lty' minil"'7"''"'7 a::tпo~IJO 1'7'1Q):i:-/;.;?Џm ·~(C)',tD ~Јео) 

SYq~ cx:t r:Rfih nr%ovq. 
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1 

;:юtrel!:vю ј! i o'oYotfП.o Qt:f ;r.r:::, li"I'Q~i 6~;;_:,.~ ~о. l'osloJi. 6rc/ 

N iQ~v ci::l р /~,..Р- Q./1/ «:: ~ ёtР7 Jf! n ,.;.i / l?t-)'>N (р•"'-џ_Ј, ..• Ј. 

JI:IJ:o уе zq "i:z ~ : 

( 1 а _а" Ј -с:: ~Ј~{/ эслrРЈ _ ..:!.!L [<с)~ 
л'i'р . л-rpr1 17'1-1 '/ 

( .Ј < ё) ~ N(~) =/!:!:З_+' h(-P):z + .Jf' Ј 
. (r!l·?) (nfl'.,.1) 2 vt·2 . е 

lj· poФit' hroj N(EJ Ф9 'r'"пјоп <:мObii'Юm. 

· _Ь) /)o/qzv~ и .l:9o " 4) o9rvnlt5f!'1"108t i lf'?onorcmj9 1 q 

(;..".,., 611 •1· 

Rje#enfr. 1 
4 ~ -Т,.. 2 (:nf 1) =:!!> /хп - : f < ~ zq n > 'r~ - f · 

Zq е- о, 07 oYQj izr<?z i:il7oel 12-9~ s /'9 7е "s.Љv .'.8f'"17!~; :zq 

Л> 12Lt-- Л/(Е). . . 

.Zqo ~ ... С~ ОО? oYtiJ /:zrq:z 1~/7018i_ 121!!1;6' f'9 1"701"1:1 h/1/ 17>12'гЭ. 
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@Ј f f 
Nct!t· !tir! {сп·п) - {n-1} } • 

п-= 

odf'!OSno 

r@ po,t-q:щtl'' 
~) ltit7 'И? -1 1 h) l!it7 VQ:" -1 (ct broj>'1)1 

".... 

t· ;;"., v,;;, 2. /i/11 /~n Ј Ј• ;;"., ~ "_.",_ 11+011 n ,.,_1110 

n· .;.• /l'm i/Ctnf.Ь (h>1J. 
n--.co 

ђ~§епl•· 

Q.) .z:t n~ .з Yoz/ 11«7f!:<:lhrr~#f ( f.,t. -й Ј 11 
< n~ 

( 11. 111' f :v O:'l::-;-:; '! r- . . \ . . . 
~'~+1) <:' 17. · !Ff. V 17ff < V 17 • Nnr Ј" I"'?'OI'IOI'ono 0,09'~7 .... ~ 1' 

""f1"9'niёt!'n / n;fJ!'9ov ltm•:r лt'fr l"i'Qnji 01:/ j~ql}/,/clft', #4"...tQ Jf!!- -oq ,., 
r/'!9~ А. .Po<rlrrj'/ n ~~vo '19 ~~ Vn > А 1 f,i- 1? > ;"/ ~ SfqYJmo 

w Jf! А .. 1.,.. ct 1 а >о 
1 

;:q /lt?QI"")': 

А" • 1 + nQ. .,.. n (11-7) ct2.,.. ••• .,.. Q."' . 
2 1 
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Џm А 17 = с:О /1/ 
"- n 

oo'/101f'JO 11 '(' А 17 Zl7 А> 1 / o'oYDJil'lo У~~о /1, 

/:к profi'yriJ'eёлcurf/ i#tflltr/ qQ 1• А • 1. 

Ь) Q.> v;;: > va- > ••• > V<i"" > .,. 

/lliz 7'е cн;rqniclllf7 i monoloлc "f'OФlvd; ~ N~Y /1-i-n!,. А l'1tl мОZ.е "*' 6~ 
mqnji o<t f. А~ 'ftt -4 > 1 1 Zl7 Y4ir.Q;Ф n 7# ~>А o:lntutn-· ~ >А 11 ф 
J"tt v ~N~I'ornoif'rt' .. v>~h>Yol'l'! .~.r'~ о0 7;,. q .~>ro/,.tqt:; 17-• / /"111 l"'!o/"Q 

o'q ~х~-. А - 1· 
1 :,... '! ./';;"·, /.' (? r.:-)" ( 1.' {1 /'::"). 1• v .. , у n • ~ vп • :::Zv"~ •1· 
л- ·~ 

RJ~tM/t!' . јР~Л'/9 Col.tdly - J't!:Y<7J' teo_l'flfl"'!/ /ir!O~C : 

t:l-) (л-n) 2 > 17 (nrt~ 1 
2 ~ '1 

(I'J·f1) 17 (171'1) ) 
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- 1 1 . 1 ' ' -----;f· 
(л~p-1;rn,..p) nrp-1 nrp 1 

=9IJio Л > ~ј· ( Р>О) 
n , 

.6) L ...L -== 1 + ..:L + ..1. + L + ...L + ..Ј_ + .L + _!_ • • • + ..!... • 
i•1 i . 2 ., ; . s 6 7 8 17 

1 1 1 1 1 -+->-+---· з ;. ~ ,. 2 1 
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[п 1 1 1 1 1 
т>t+т+тfт+ .. ·+т, 

pf 1 

'-----v----
):: ё/r::,rro'lr::t 

(<Jt:f?'e ;е /::2+2~2~···"'"2~~n-2), 

f ., 1 f 
==t>Хn>t+т+т+т+ ···r т· 

@) Doko!tщfl '* ;е- nir · 

. (!!f-)fl 
а./1 .... f . Л>'!, 

(n·n)! 

.. ,, .· 

·•. 

1 

С'!_!_ . (.:L + Л+1_Ј" ".а. . lfr 1 )n 
\:7 rl/ 2 2 .1 '1? t' -;;;:;; . 

fo if'Кlпo 

( 
2
1 .... 11!1) ( 1 n ) 1 + n 

7 "" + ;;:;:; == r ~ 2 (n.,.'!) > 1 м 

~ Q.l?-1'1 > "n · ..ll.:!:1..... = а п 1 
' 11'1'1 

Ј 

fj. niz сг.11 р l"f'D.t1'C'fono rq.:rf..dt' Gq л. Prv/ n/eo9'<7Y c~n а.1 = 11 pq 

.se- if?<ljv ·лe;er:tnq~f/ 
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1 < Clz <:: qз < ..... < Cl.n < a,.,.,.f < ..... . 

.Pr~I"JQ fol"7e ii"''QЛ70 n! < ( nJt.)
11

1 :tQ n> 1 • 

OZ17Qёino L (f7) = +. ; 

.Ј ·-~ 

2п-1 

2n 

2n-1) 0 . = . 
21'1 

:ln-f 
1 

lJ (nJ•--=1==-
217 ~ 

LИЈ· 217r1 </)(f1J 217-1'1 ј!; L.(l7r-t.) < 2nr1 
2Гnf-1} Um·t.J Vinr7 2·(17-!-1 

Trelx:l "co~:zQf/ 1. (nft) < O(nf1) ро$/о ро prerpos-l.:m::/neJedl'!q"tosf 

Yqz/ zq 17еА:о n (ZQ 17•1 о179 oёi_9;Wno р~)· #о!"<;1 iн"r/ . 

217 f' 1 . 
• ~ .~!J(nft.). 
v~n.,.7 2(nf7) · 

Dokt?z.vjvd'/ .wproMv ne7ir<:l1791:os'f ovo., 1 ~9 .re 1.1 /:I:Y?ItWiA::ifv 

f'O~ft:, /Ј/ tr?O!'<?/o · Dif/ .Э > ;о 1 /'.:f J'ft!. 1'~~ .,to/'1'1& 

[. (1'7f1) ... {)(t1f1), 

ot::ll"!o.tl'no 1 pol'l"!oenq neJf!IO'I'!9..t'OJ";f ~ oЬ,('Q'Zt;>';?Q> !'ril'7';~/'1r:Jп P?t:-foa'e 

mqfemqfi~,.t-e· i!7o'c.~~c:i7'e. lJq7f!- Jft!. ltm L (n)..- /t'm [)(п) =о1 1'1+00 l!•oo 

if.o ј!! /6f''VnJ~I70 ZQ /7 >; (ё-2-1), 



;>ro/Q:z/ · s~'I,;:I0/'17 priroql17/h Ьој'8!У9. 

· 17 2 2'in ttm Хл == tlm ~ • !.t'/.7 cos --· , 
п-оо 11-«> 1 +!Ј n+c:io Ј· 

·:·• 
~.' . 

Re::rщff<!f. t:l.J о z' 1 ј ь; о ; 1. 

Ci <:it:II'!Jiirl / 901"17Jiif7 /ii'16Gift19 bid6 Yl~ f!OWI/"9 '-' fqёl:i f.ft. G. 

( 179 /'rtir?;err.~ lt~ tv"щ7e., i лiх 1;, ,1-t:t.J. 



§ 1.4. CRANitNE VRIJEDNOSТI FUNKCIJA 

1.4.1. Ta~ka nagomilavan]a skupa, deflnicija kona~ne 
/ beskona~ne gгani~ne vrljednostl funkcija1 tе

огете о egzistencijl gгanl~ne vrljednosti .fu
nkcija (Cauchyev. kгiterij egzistencije /imesa, 
Helneova tеогета) 

19 9. О1:1Н sџ .ф,;fiOW't 

ct) N ; Ь) А • { :r:eR: Х • ·vn-~ ; n • " 21 .. • 1 Л?• f, 2, .. .ј; 

е) Q (si:vp SYil! f'QC, brФj't~rc) ј f) R (.s"..tџp ~n,rЛ .М"jttJ>?) ј 

9) [о, 1} ј h) {а1 Ь} (41ЬЕ Н) ј 

:.) (fil-, h) (а, Ье ~). 

Cklr~fi 11jil!oye fi:lёi::t: пqtfOt71;1'1Ytil'lj9 i tf/"q11i~ fi?Щ. 

!гf'senjt:-. а.; s~'?' prJI"''::;h"Л 'Pra~JV Лtf!"X1 #"-te /'1(1'Jo.t'!l/i9Y9n7~ , 
pr "е ,?04/о јУ ~a',..tv џ N v ~ljof Sfit f/J!:o!tm: С proizr~;~;'no Ј) nv!1z:t' 

blnkr=пq~170 'fi:lё91:q .:1:1Ј"о9 .s.ko/'9 (~~Ло ~; 6/lo ~ v ~J:of 

ol»lirт/ pnloji C.r Fl11f:f fqt::"'fi:t:: ~ .G.J-1.';09
1 

J"9SSfiil'ftl Ol7 #ь 
'}tJЛ?/if:;n;'q). 

") Ako n i ,.,., pro,Ь:z:e t?e:Z9Yrino :j:tCft:fn oQ" cr'I'V'Jt:J.'! ctji:km 

.s-A"vf'om J'f'l/'o<:tnr.h ./Jrcje/9 
1 

onl:!/9 cЬ;It' .r.J:v/' ~;.,9 .kf.g,tt:Jf79t5no 

mл~о .f9C'qp:, n9<fo1"1//QY'?I'''/:; ; fo : V2
1 

VJ"J ... (prjp:Jc/Q;'v 
н' опео qOio"" &}t:y,P'-' / Ji!J'<~v /i 0/'ltfll (/ Arto Yrtj't:-fFlt/1 ~r9ПIC~ 
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~Р:: r:tчfD9 ~l:"'f'9 !). Pr11'1!ji!-li1'1o <717 t.tvt!(!o~ Yr/7~':;1/ :PJ~џ~<rtч'-'·t1 
1..,., fe т qt,п;Q I'Jt!'C/'q .s-~vprr,~ 11 9"1"11Ј9 i а ... c:t'o;y9 1 6 - 'i'""'o/9 
,tq.a'~ 'f01'11t;A:;tп!9. . · ... : . . 
С) $,t'l.lf' В jfl79 Slf/1'10 'ftt:ri'Jv ;'Qё'Ј:џ <jePJ/lQn/9 0 "t-o~ Ле-_,PI"/~ .rA'~v 

8. 1$;-qп/Ј'пе: ;oli?ёA:'I" sч sYI!I ~~ ·ccl 8 /,о; /Jroi о (Ј;.,. .re v J"J9-

A'olr1 o!Yorenoп /r!reoryq/џ ~ ~o;i" .I'Qt:Yr~; ;l:!'ctnv ocr ~ђ- 1J"''f?n/c!YJI'I! ~· 

/cq1 Лt:~l:1:ri #QJ:r:l j:o;f:t ,Prf;o9Q9;v """-"'7 .r..tv~v lft:~o / fr:1ё91:t:~ ;.о,е l"'!v 

л~ f'l'l;o~jv ). 
d) $1:1./р С inq :щ ~v n9901'1t/OYQп,т9 (?Cft'1/1f.-m!tt) fqё~v о, ...ЪЈ9 

I'JV pri~"*>. SYCII' #~ оо' с 4V '7flocfiiO nno~ $Z"'?I')'/C/'11!' ~. 

t!:) Т~ <JO/f'ltF117.ft' ~.1'9 .s-Yt:t rqc/onq/n//? .6/'0frl/'9 ёiм .-;(:1..11' $'j'tq 

r~lп/1! .6ro ~yq ; о~ IЬJii ~ ~o/'79/!'Jfit ;>~"~ q . fVZ"<:1m~ne 

-19с~ ,. " О/'01'7 • .r~t.tt!07v_; }'ot:l"џ~l"t1J"' ~ ~~1'79 ~~~~9. 
/) Sд'р r~lп/i7 ~7r"'"' ,;"q JtQ ,ЬС.-:.Е-е ';Oмil:1nf:! sl"'e' .r~~ /qёA:f!o 
( pom::!:9q' se ,.(., "'.Gfllё'vjv i '/90~ - CIO / ,.. со ~fr ~ ,P"~J'v ~}. 

оп nrпq 'fr<:~n/oщi1 fqёq}:Q ( ~.." /}' ~ Ј'С;ос~ -- / .,. = .r~1k>
f/ Jl'.'9 9~"~ ~"f'e" ..,.д!~ ~). 

9) .ЩI"'?t!'/1Г f о~ 1] im %11:1 l<х!,Ь" "ff~"~'A:I"/1::1 .,.veo .r?O;e" ~k', ,., 
~ ~tё'Лf" 4tW"11 о ,· 1 . 

/Ј) АЛ9ЈЬtтпо р:ю root !1)• 

i) O'Гvol'f!"l"1i /~r~/ il"!q Z9 i'9o";ao tpпt;Q~ ,м!' 8Y07f:. :fqё~ 
;h:l ,. ~~ а ,. /Ј 1 J:oft: I"'!U /?(!!' ,PIY)'qo-9J?..- • Tqf:!,~:e> . ct ; h l'v 

~r,. ~У• ~пА:пе #~. . 

200. J)oAf1:z~?f/ct:? fr #i-7 (2:r:: r4) -s. !V'ld/' .6ro;· 819h:!Y O'Q щ 
• . JC-t 

S'IQ~ ,z: tz ( 1- G; 1.;. S) /#Ј91"'10 

.lrt~:; • (23: ,...,) 6' cs-e, "'~- е;1 99'f:' 7-е е;-о 1'0 J'Ot7'/' oto/o. 



с'о zo 8'Jif:'l!o Е>о f'r:n-loji f:?,tc,y .S-= 8re) >о 1 ~ 7е 

/.IC:x.:;-5/ <"е ~Q о< t.x:-11<~· 

.Тc;"sf<:t 1 /1"'191"70 

(/ Jc.x;-s{ <:е)~ (12.х: r.!-5/ = 1 2::с-2/"' Е)«=>. 

~c2t::c-1t<eJ =о.х:-11 <: :; 

Р9 r::t<:l-tle, ~р hroj 8 09 fr9ienai"'J o80blf701"'1, frr .terr1o~e 
v~ef, ~ 17р,.. G = ; ( ili n~}:/ 70.S: ~п,;.· t6roi1 9/l >с Х Til"7e .гто 

~I?'Q ol:1tfr;,yori!/ ; 119 r:trv9i dta /ZOO't;~f,lr:,. 

201. lJo,l:qzc,li ~ ~ ti,.,., .I!:C-.1 .с 2' 
:~:....,.roo 2:Z:r 1 • /l'Q. /:ој!' ~ Ynji!-Q'IIO-"~· 

Qrrtv~l'flq а: Уt'ђ~Щ ft!л..«v'ft .11 t:Тefi'ir/~ne 4'9 

rQ:z/ikvJi!' ~ ltirt /(«:) ;%Q 1"7Q'7~ o::t с_со1 r 
~-t«> 

-9<r~.J 
/'(4:)·~/ 

.R_!f:.seл/~ . lJ9 iJ/ <IO)J:urq;} · <lt:11"' ~nQ,ф.S'f 1 fr(!l/9 Ф~z9r/ at7 :ZQ 

"У е >о ;:ю.-to7i' N• N а.; h~v Qf:.;! Jf!. 

ff'c:c;-zf ... e zr::, J::cf>N . 

.s"/Y'!N'!o 1 Ле./:<::1 ~ ё >о ~о Yt:~f;Y с19т Ј f9t::19 Ji!!- : 

Ofr:~:)-2/ <:е Ј~ о ;:;: -21 <е)~ 

~с 2;1'7 ~~J~o2:A:+1f> t)= 

~ f(~><.д'_- .!..Ј V(..:t:'"\-~ -:l..)Jl l 1 
2€ 2 · 2Е 2 / 

.17: noz~Sпo џzег;" q'9' Ji:! N ( 1!) .: 2~ f f j'Q cGo Yrђ(!.c:,t/f/ fy".crпtQ 
ZCI~/1:9 ( J~r jJo.s:io7'i N .s-o ..lrqze~"»l'7 oso.D/17o,.,). • 

Nr::,poneo/'!rn::~ .::>Q "orov":b о lr/:7e8'//'179 o-t>~.iOvc:;.;u ,:zrcx:џ/X/1'9~/6> 

..... 
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а; t/m ::с2 -1 (a.•tert:J,.t).i lxn/<t(;.J.%Q~}o:c•(~Z) 
:r-1 

р9 71:!- l.:c2-1/ <е :zct t.::c-1' 1 < ј • Ј'); 

Ь) l/111 :;: •1 (J#rr 7ir / :;: -1/<6 :Z9 ~7-j-'/ft 
.%-+ ... 

1.· • • ( • ~ ) (. • 
:f'} џт .r-m .:с • .rtn ct q,e R' fJ· "1'- = 1 Jf!t: Ј!! ...... ----. ~ ..... а. 

.;с: 1 .. fii7.tt: 
1<-:-- <.--Ј ~.;х;<--:;;-< 11 

S'/1'1 :с cos :с -

1 sli7:c ·'= (. z 0~ .,...-;::-<1-CO.S:I::.I 1-СО$2:С"'2#'11'1 т<Z• :-;Ј• 

,:ctl . nn :С :cZ ' : . 

=2 ~ 0<1-~< т<'~ r:=:O>/.:C/< iJ24 •4(1!))ј 
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= 1 х-а 1 < {:С-а/ <с);' .. ~ 
,n ;;::;;=r {1 г;;:;- !' ;-;;;:; {1.1':ii='f 
V :& · r V х -.о.. r · · · r vo. · V о.: 

[1 tim .fi'i/1 х !?е po~foJi' ( Q{;:a6тji.l ~• ,..q;z"" 9f'f11'1/ёi'71t rri;~cxrf/ 
1 .= ..... оо 

с;>,('о $(! ~ vve&:,VQ f'N!I):o /'Q:rп;h vriF'~I: .;щ :r:•~:F 7е .с;;>;.:!"'«! """ 0 i 

tim .riл = •1 i lf<:~.J; 
" :r.•-s.,.a/!1'~· 

"') Џ/r, (rt/7 '~- .rт17#)•0; .. ...,.,., V""'-rl 

л 

n) liЛ? (?r.:C)- 1 • n (n /'l1q h/:Qv ,."<~';.;,/'!Q~ · .Ьrо7~ l'r!Jeoo'/ li / о/:о 
ЈС-о а: 

ie n .tir?o ~;· !"t!qkfrJ Dro!' ?) ; 

О') /iл; Q./1:•1; ,Р-1 (r'Л, /09, =2
• 2iJi"11«},/:Cf• 

.:с-о "/ .:С+О 4 4:•о 

203. J:Or/.sl-•~· C'qvchyev tfry/eri;vm 1 ~.19.&' Qf;> "oOII'/r:l;i'.lwюё1?9 
9/"q'rтtc;:, vr17. itQ'"ort н;,., /С"~ Ј 1 9t6:J .,ci- а • а 1 .1 <:.::с; • = 001 ~ • 

.=-...q. • 

I<Ji~ie";e. Trttt/Jq ФЬ::9f,. ~ :;q .rю.-to е >о f'r:uioJi' /Q.tvQ o-toknQ џ4 
f9ё~е а Q'Q ~ ~o'f'19~.rf 

(.1) 

,~,_,о/е'/79 .;щ Q'y;..,e protzrwfл~ n-;~"'ar'/ .:r, ; .:r.., t:Zo~l,/?e UQ 

( tii оЕ.> po.siDJr· 8 >о ~fYO а'\1 7f:' :zQ о -: f ~" ~ Q f,.. Ј ,' .:><"/ ~1 -a.f "',; 
;$-?""Vi;>"'o го) 1 'r'Je 7е а toc~· ~1'1//Qva"/Q c/eflђicЮI709 ,.coc;;-•• ,.;:i~ 
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Ех q'qfe fvn/:'t::il~· (Q mмтогq f! Е:х:.). 
/ 

z~~~ . 
(t:c ~,;Ј~ /.:t:l) ~(Ј j(xz)- ;Гr~~·Ј,.~· _.,~· 

Jx.zcos}; Ј r Jx1-.s-:, Ј~ /Х:/ f- /.r1{ 
'2 

1'91 4?..<'0 ~.6flf!~~o е> о 1 fq-<fq џ f- oJ:oJi7/ ~tx' ~-с 71!t 

1 х11 С(; i 1 Ј.х~ 1 < f ; w-не 1 ;с.:х:2)- .lr::c,J Ј < ~, f/ :rq /ra: Ј yqz/ 

K~jev krifer/j. 

7.4.2. Beskona~no та/е i beskona~no velike veliёine 

( utvгdivanje da Ц је neka ve/iёlna Ь. mala Ш 
Ь. velika па osnovu teorema i d«. о Ь. malim 
i Ь. velikirn veliёinama Ј 

.$'//'/ .:к: 
а) fvгl~/jl у= ~ ~q' х- r <:10; 

!Ј) nl'z а" • n~ i с; у~;.,.:с. kt?O' .:с-о; 

r:/) nlz an - (-д)" ј е; у= .::~:: .rln ~ ):r::x>' ес-т- t» 

Rfrёenj~. ( Ov/-ler,.,.,;п; ь. moh /' 6. ~uh ~~f7,.,0 -I'Vl!' '7ff.o"'e .re 

~!'re-6-ji:;>~'V 1 ftr. · 17/./f'V '1'oYt:>7~o _р~о/;елr). 

4..Ј У fr 6. 1"7C'fR 1 ,e:r 7., p'rr:tizvgey 0$'1"9/?!~l!',.,. /џrtkciJ~ .rЉ «: . ., 
.sr? 6. !"Xl!Ь.rr! .:с ~f с. 1'79/о} 

Ь) n/z <2л = ~ 1 (n • 1; ~, • .. Ј ;re IJ. I'?Q/q 1 Jir;>r је / "-17 [ <:: с /r:r:rcl 7е 
,7 >N= rvr:;; ~Jio ft' ;IQ,ko~ /'11.1';9-niz); 
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с) х stЛ .:х: је 6. 1'7t;;/:i )r:rct Р:._ о 1 jtr је Ј "SЙ ~ { "'~ ~99' је 

1 .:t-о 1 ..: ~~ 9r:tp . <8е rrJoze v:zef/ G- ~ i 

cl} CL17 ===< (- 2/' fe .6. rt!!Jik9 Ј Jf:.l" ~~ { (-2)
17 

/ >lf /::rlct р 

. n > N = [ /092 М) ; 
е) у= ::с .s-i17 .:х: • ,kqcl .:х:_. r- со тје- fl. yeft~. ;е~" у po.s-ft:1Je (:z9 

ne-~ - .ko7i:t !') ·l.~<:Ync,ko nvv' :rq 1'79. At?,t'o ~J:te mJi!o'l'!rнl./ о<?' а:. 

1.4.3,. RaCunanje ( odгedfvanje, nalazenje) gгanitnlh 
vгijednosti funkcija па osnovu teoгema о gr. 
·vгij. sume, гazlike, prolzvoda, koliCnika 

205. N(ldl /im~~~ f'-"*cif'п 

Q.) !?;-2::::.;:~ kqcl ~-.si 6)/(:х:)• а:~~=6' Ј(.:с-а); 

с> /(:Х:)~~~: r-7t.X:'I'-10 (;;с-:г') . d1 .L'r_!_ а:'(.?' с--"'). /'.'/ __;;. .. · .:е.:!- '"а:"~ "'.2 / . ) / ,Т\-/ - 1 
~ "'' 7'"/• .ђ~-1 ) 

.ж2 rtt:- f.2 

:2::r:.'~s::lf.re 

Ь) ~•:rџ//Qf: · Z . с; ~ezv//Qт: Ј. 

ct Ј и(;ь .re · ,.co,.iGнf/ 7~17'7~1': 
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n · tt-f Л•Z 11-2 n•1 
:r-y11:(3:-Y)(:r:. fX yr···i-:Cy rY ), 

· n-1 ' 11•2 
у= 1, х"- 1• (:1:.-'1 Ј (х: r :х: r ···.,..а::+"'). 

":, ·i- . -· -:~. 
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2Ј-Y
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.-1-
Ј 

t:l} R;e.i'cyq- ..5'1:1 r/li5no pNtf/1of:t11o.t71 pr,ir1j..,.џ • Re~~!fqf: 4. 

tfjJ;; l)op:,zqft/ f'I"E'-"'9 ~n.Юji" 9/'9".;,;пе "".;7~ctл"f"?'/1 qE;t 7f:. 
t,т (.1.:r:rt) •7 

:C-f/1'2 . 

R/f!!!·6•"1"." Nek9 lf!> е>о pi'Otii:IIOtjno ч~. om:;q / (J.:cn; -71 '(е 
ft' f!!!!l:o,ivq~nмo .s9 /J(.;c:-z)/ <Е f/ 

fx-zf <ј (•Ј'). 

D9ttk, :щ (У Е <о) (3rf'): Ј= Ј 1 7'9k:i Qt? /-'=-2/ <о(е) 
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P'/.:t:+co 

.. 

х%- 'f:X: r1 

2.:с2 + x-:z 
~ ~ 1 

,
1
.,..., х- 'f:JC+ 1 t· 1-:ё + :са 1 .. "' . :r .:; l/71--;---==,..-- = -;;- . 

~ао 2х r :х:- 2 .ђо.сD 2т-L _ _!;. "' 
' .:;с ~ 

Яје8е17је : ~,.,7е~ vЖ • t (а:4• t ~ .::с- ..,...., t:-1 ) · if7?C1mo 

А• L/1'17 t+-t. и;" .-t(f-tJ rt2rtrп 
t---1 t- 1 t-..1. t -1 = 

lt~ 
<:~;--17 
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R,-e.Sen7e ~ 

K9.ko 7е 
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X
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Rjesen;'e-
.[ 17qё;17 • Fc,kfor/::zcџ::iio/'17 .re .;:/о61је: 

хЈ·-.Э.х:.+2. = (::t::-1) 2 (:x:.r2)1 

х~- lfx r.-.э = (::x:.-1)
2 (x.z.r2«:. +.З), 

.! qacif7. $1'17;~170177 X-f·c:::t (~.:с- 1+t), ·li t...,.o j;oq' a:...,..t! 

cloiJ~i(f! 8'1'!!' 

::cJ-..1~-r :z 
Ј - (ti' 1) -Ј (t+1).,.. 2. 

== t 3 r.эt 2 

= t 2 (tr.э), 

.x:.lf -.tr .х:. r .з = (tn;'~- 'r(fr1)r.э 

== t'~" 'rf., r t:t2 

= t 2 (t 2r'rtrG) 

il/ t2 Ctr.э} {id? (tr.э) ОfЭ 
А- ЏЛ, =t-.0 = 

t-o t 2(t2+9-t+ ti; t.!m (f2 r- 'rt n; Ј OrO+C 
t-o 

Po.k1.1st:7 I7Q ovgj пс,б;'п ri'fe-i'/1/ prelhoa'/'li ;cqq'q/Q"t .. 

@ Pl"Q vje-rif/ snjeql~~ re:zцlr.t:~ft!' 
t. . ( 1 /...:cZf-2:::2 1 Q'(,:.c!.'i.:.. .э t4·"· ..х:-) -::с) = у i .-. 

,Ь} Liщ ( Va:r7 -~)=о ; 
.:t'_,.COO 

1 =-· . 2 
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;ш. 

1 
=-:;-

х'"-1 
::х:"- 1 

т = 7Г Ј (m1 n 1 е N) 

·а..:с1+ ь:х: т- с 
о' .:х: а т- ~:е т- f 

(:X:-1)(X-Z)(':c-.J)(:C-'IJ{X-S) _ _!_ ··. 
(S'З:-1)$ ss 1 (;/ 

... 

1.4.4. Upoгedivanje Ь. т. i Ь. v. velitina (ekviva/entne 
Ь. т. i Ь. v. veli~fne) 

275. Nl1 pf'im;eriii?C1 ohjct~~rлif/ ,Poft:~/'1"1 ti?finif~:r:/~1~1 inft'n/fezirqqfe 

1'.sfo9 ,.~o/q Ј -1-е ~vivq/enfnih inf/n/f•:rimq~ џwx:ti!ICfl/~olq"; q,../-
npfcrs~• ,.,;qoiie. ... 

zq .::с-1 

il1finile:z.ii""JQ/e .rv .ril'f а:, f-oos .:t:. 

infiniktzirr;Q/e .-v sin : (r-1)1 COS"f :х: 7 х.:::,1 
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sin :r: 
1 -• _,.. .rin-3:: 

:а: 

Rje§IMJft· 

!Jo,tr;tz Z9 ..; Ј . A:Q-ko i• 
са-Ь) (а".;. t:l.26r-a.o• r-11•)• ez.''-6~ 

@Nekq .:с...."..о. OФ~Ii rer:t .r-tljeoc?'~c;.;?· ~S'~nqcno ~q#n 1,1 

.:: 

oq'tJO.'JI/ 119 :С / f.II'J'Osfqv/1/ ~I<?J"'r.:?J"~ q.rii"'7.,Pfo!'4'~ · re/t;lc:ije ·"' 
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4 . 1 
q) 2:!: -з :х:. t' :х:. 

.Ј 
С) Vt-2X - Vt-3X 

h) v'1,.. .2: - v 1- .:с 

Rjeiien7e. 

а.; tim 
.:f:-0 
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ff. х~ 1 . = f, ( : - у) 

il/ Х= 
1-9(-f--yJ 
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( im А == Цir; 
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=== •. # = 
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V=-2 r 1 • 

7 . х 
У•2- arcG~n V, .t 

а: ~1 

:>:: • cf,y у (у > о Ј 

!i т 8 • //т , .. ~ ;=. 1 •· :.r::........ у-о . ... :7 у. . 
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2f<}Y 

1 :Х:- .. CIO) 
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с; ,Proy1er/ Q'Q 1е 
Ј[ . х f 
2 r QI'C 6'1n ~ ....., -Х (х--азЈ. 

.. :·) .. ' 

1.4.5. Korl~tenje posebnih kriterija za odr~divanje 
gr. vr/j. f- е ( poredenje, gr. vrij. monotone 

funkcije), odredlvan}e gr. vrij. f-a koristeci 

jednakosti 

lim .·· sin х = 1 i 
х-о· Х 

lim ( 1+ х1 /-е 
x .. t.co · 

,/ 

• (/п; '(; = tim 1 1 
t-c .ri11t "s/qt-2. ') t-o siqt /", · "' , 1 == - 2 • 

!' -t-,J"/17,-2/ . 
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=-1. 
si;.('x-r~rЬJ) {x~.:t-b)_) 
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А • l.im 
:.:-о :х;2 
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2 .с-о 
2 

.rt:, -f / 
т 

f ( . =- t.1лт 
2 7-о 

Pf'OvJ"eril/ r~rvlf'J'f~ : 

1 z f =-·1 =-· 2 z 

~ . Q.) рм -~~~in 2~ """ Q. ( ,1"'71е11о: у• -2"'; у-о J:oct ~- со Ј ~ p/~ .... (IJO--

fg .:С - Sif'l .:t: f --2 
h) lim 
~-
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А е xf sinx 

f</:X:f ft]2X 

218 ··. 
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t2.!!L 7- ~ z :r: 
х ~ 

- (1f 
sin .:с 1 
-;Г-) . ~ . f2Ei. 

:х:. r ~ 

l . fgZ:J: 
. 11"'! -2 

::tt:•o :х:. 
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1
2 • ~ 

:х:-о . f ., 

. 
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fJ lim х~ l11 . ~ 
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h) tlm n s;11 (~Tenf),· 
"...,.«Ј 

~ftzџ!rC,f. ta) е ; ь; 1 i С) 1 i t:l) 'f zq С.41 i Q :~:q с. >1 Ј 

t!) (л.lј f1 i f) ; ј !!) - Л(t7-f%(Z17i-'f} ј /1) 2'ilj .iJ 1, 

folq"o",eno. .t.i!J7tt&-/ Л'е"с7q'~.-л i,'Z/'qzo .$f1l "Jq rq:rUёife> ло.5,л. 

e»<:t~тv ( Р:,о 47о G'fJ'70 cf~ an/1/.: tl'r;~Jeoc'· l't:Pљ-..,t 1 woc~<Jcft' 

<l7"1!'ftnџ 1 · f-"'9/7"f<>r,.,iwcf/ /:rrt:~ze 1 rqolo/7t1H4ol'l!~ / ". Fft;;,qi7Jll!:1"1 "' I7Q. 

11ek/ f'oz'ft1f/ нit?es). Nedi.l.fl/'1 1 fto'l?'q' 'о-:; ~·oFiiJiЛ .trtf!'/rx1q (cn.o\-

llt!t1 пе vyђ~k ",.,.""l~'тi'yq Ј 7i!! ;ьр,.tq~п1е- ( r~ -'*~ -.s70 de . 

._ ,tvSI?Ijf!l Yit:tlf!!'r/). 

1А.6. Odгedlvanje lijeve 1 desne granllne. vгljednosfi 1 

limes sиреГ!ог i !imes infмor ·и datoj tathi, 
oscl/acija fиnhcije и inteгva/u i talhi 

.... 
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M11o1fr9,"/) !r~e8' v ~1107. ,E;tc#.*l'; 'i'J ~~11i /1~1 v c~~/'1<1-
ёno~fi ( v -,'ct~ rlt · -~ - J~nolfr<tni, i!/ ~ со }1 Sj .h~I.Ф/1t:1t51'fl //;'ђ'1'4' 

ll hetr.l:oi?Qёi'!Oift: 

х~Ј"_, ~, ,.," !'""'; fiO."!Ieqt Ј t:Z..:,I~ ott 7е ~ f•;,~:o" $'1Jv<?fif/ &rtt~> k 
po7~ove · /z f,t,oriF 91'(1!1t'Ьtih Yl"i7~no.rt't' ( .ko;l? l~".q .1'fl0.74-fyq 

/tmf!!SQ ; џ.r/оУ~ !1f!/?oye iS~fZt'#-f~I'J'cijll* ). No, ,IIЮ~nv/r:t lt!!o,..179 (t>/?'9 
1 

f'l"~l:f<?YIJ~ ().S'11c>vv IQV~/'Ii«me mofi61770f/i~ a"ql/z•J lf?'Yf'C"'t';(;> r?Q"'l 

jf!' pt•cm'/t::t ро J:oftir? ~ f'?C1?<.1' 1 #1'19J'vt:?' lJI"t:1t?r<t?7~ ",-;1t~~· !1f!~, 

Д.:tо pro•-1/IJ ,cromit!!nf;';'v ... J, Й!'lri;oii-tt:~ 1 ".::;С; P~i 110jpro.J?+7;11 f<;n-Ф~ 
ovtit Yt!'ltc/n<:~ ( ~!!> 11е '"O"Jv ,.,,.;~о",..~мегю /ez/li ,«:, o'wJI!! м•Р.<::'~ 

?~ir:!n~ Y'rlfto'nOGt'/ · v 11 .tjl't'Ctj9/пlп ;01"03fol"ti-<1q '). Z'о;"Љ Лf!О ;'~/19 

~;.cr~fi· Уп7&ме kxt VGV<1J91"ЏQ r~t''ft:l l,krlkt"Yj~M9 ~Ј'«" ·Фk#q-

1'0/V lz~v11r:m:,n;e ~· lt~fR ilt;~ 1 t,vfvi'Ф\q,фto п;>mж• t!9tr:i4rkncitf!.. 

и cvoi !;'n;izi 4"V v,Prqyo t:lЬ?i .7.'QQfle/ /7Q .ro7;irlq 4е f"fC<ft~ll'f'tiroo'l1iJ~·. 

-s-hv':'li 1/ fqJ-o ro51'1; fК'f:l,.,., /l'н?eSQ i ''/f!!t:Jcvf rt.:1:zn/ f/?oYt: 
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:Jesf~ !/ чpqмf,/i fe n1:1jft:r:tnoslovni7e /fmt:st!' ( t::~о,Ф:щле 17Q..o.rnc(,v 

~{inic/7'tf' 1~i f'r4Yi/Q 
1 
fcriferijvмq) i clo // ~ џvfr%ЬO!il'riмJimџ prq

vih I'JQ ot:IJ•t!'<:llyqnt"e /!irJesq ? АЈ:о m's-:le 1 r::tql;~. r]e Жs·:(Jjfe ovv .:z~i

r',kv! $'qq'q cft:1<10 tli!sfrovqf/ пe,tq oq' j'!"Q·Mt:j · l')bktJ:ii:џ:/eмo pre

c:Ьёill j:tr q'yq f1p9 //1'7tt69 : /ii'leS' J'i.l~l"/01' / Ji~i/!8 ii7J"ffr/or fwп,to:. 

7е v fqё/:i. 

2 2 5. ;>rovjeriт/ Gji.tq/t:~ ,._J:o.n!': 

Q.) l!..'rr7,~ ;а_ :Х: ""'r DQ ; Ь) /(.:r:J.; ; ( rk.,.. }с-) ;q· .:r: :rf о; 

f(o.;.) • rco .l / (о·)-О (.Ф !i/ 1i-1q /rir!ee '-' лџ/i/') ; 
. 1 . (.s"/1? ::i: :Z.Q .::е ,.0 

С) fv/'!kCt7"Q .f(X)-
t -:Х: ::r.q .:X::4ii;O 

:f(O-) =о / ,f(o.;.) ле f1087'o7i/ 
1 

с!) fчn):c:;79 · :/'(.11:)• .::r.:Zhf-1 n/61'19 /rir7e.r ч nчl/ Z9 neN ( ;f.:r fr 
/(о-) r:;. 1 (Or)) i 

tt) :Zq J'џnJ:r:IJ't; ;/{.:С.) •1 f ~~11.:: Jfe /(О~) : rCO ј 

1/ fvn):c;j'9 /(~)• (:c-f;.r.f:z) nt!!f'19 /rms v х•1 / :х:=- 2 

(,е,. 11iJ~ 14f"·"'ЛЈI:-Л fJOfN!/Jon i сУОУОјС'Ј7 џq'оу. :rq ~:zi~tfeffCIJ"ч 
/ri"ltt«l) 1 ( Q "' oslr:llitr~ .f9С:,Ь:,""9 !.i:". oh/q.t:fl q#!>f;i7!'1tqf70.sf/ t'"' 

r~» tJi 
9) bm ( ~r ~ )• r-сю 1 Jin, (.:с.-1- .:!:Ј=""(');)' 

.:r:-o;. ~ .... .". 

( cqgkle se v..Ц,', qlq iz .:r./Jti-g lt'me$9 f1<l:' .r/ljecli /1/"'Jes zh/rq-

1Ф71' ц,s/оУ nтј'е ISJщn;~n ?1 .:qЈЬ 1/,.,ql/-' /1Q џ111ц ot? lf'e /'I'Qv1/cr 
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trp:)V ;eriпfrl'l!i.VQ'.f/ .utrr?CJ џ fl"!vriq7v /;vQ'~:~ .t'tt 79vf~l;_" oQ'redeпt' 

i:t:roz/
1 

fj ne пQqv .,.. ,.Drifl!ltj;,n/17' С7~ 17t/:Jroyq ;Dr/".н!;.f!'/'1"1 al>v.:>Q"/ · 
t!l" • * 0 ~ • .. ., ll , 

Qi;;;l Г?I!!Oo'/'eo'i:!!rtt"f7 /;:rQ;zQ; 1/ 0 / н 1 ,.00 ~CD- ОО ; , '"'iiO' Ј, О• t:t:l ; 

:t:q fqj!:vi!!' -1'/и-t;jqJ't!VI!! P06'f!:'hi?CJ .г. /.,."cl/1..1;~ - у,.#• о~е f".oл.rfo,.~OIZ'Je 

t:Zrq:;rq. , vvo<f'lsr...,71:' лоvе >'4'ri7W/i!!', / lopihA:-t'1je ;D"ЛIOd'v izvot::IQ); 

@ ~· ,.Y/r?es lhffr)or ј /!Л,е8' .n/~<!:r/01' f'vnk<N,e J'"V J"qf5~/ С, Q~ 7е.: 

Cl.) /(;:с}.::: srnJ: l С<=О i 6) ,/('.:С)- G;/7.X 1 С J'fli' v ,6_.~/?Q"c,'/тon'/i 

С) ;l(.:r:):::~ 
. (~-2) 

si/'l'i~l(:t//мo т с:10 , -а:~ ; 

. е} ;(.х)=:- -::!-:т 1 Ca-f ј /) .f(..:C)•k, .Х .fe:i/ /:Q с..,с 
(.%:- '1) 

:Zo'e'SnQ i// snjf>Vct, 

RJWer,;e.. О) .t..1;.,e., t/7fertbr · .f -е /(::с) џ .,toё,t-/ ~ ;• 17С!Ј~"'"Ј9' -

J:oi1Qcl79 t/t' lн:-.rl:onctёn9 fqёJX:t ЛC~'lOI'11/r:tvqn;9 lii-te'.r-o ?~;е-./(:~:) 

f./ -/qёfi 't r ni>1e4' #I..I,Pifl'lO!" Ј. nctjve~ ). 

:rt7q s.E> cQ . ne / ,rti7 ; { :Е '1 . ;zq Р'~ f!' 1\1 / ct::> Ј."' .rln . _:: -1 zq 

Ј:,.. f.,.. 2iti'1 (k•t:l,~'!.t'Z1 ••• J ~··О'.«> .:t: fU!' .«!О fN"i!'~O Уr/ј•О'ло-
1 

s-1/ i r :uii ~ ~ se 
. 2 

(cci SYi'}, 1'7"'!~h 17lZOI'Q 

,1 мt>.r :ю ot;. i" /vi7A"c7 i.t 

l::ocY .(-o,?i-7 .::t::,.,.-o 1 



q 17Qf1"1Qn;/. 1е . 
t.in S'in .:_ .,;. - 1 (.. lim .riп .:!_) . 

.%:..,..., ~-ot: а: 

· Ь) An::lbifno _tqo v а..; 4'tr7eo-i : 

//m .r/n .:е = .!tJ:!:1 $/,., .:t: = 1i!:!z. siп ~ - -1; 
..t:~ .:с ........ е. .11C-+c:D 

/tir? >~ti? :с - t.im . .riп а: - ,Ј;,." .s-in.:e = 1, 
х .... оо .:x;-.,.o::r ;.::, ...... -cso 

li/1'! .:х: СО$ ~ - .,.. со • 
.s:-:too .. 
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odre<:l;r/ s.fuk / o.n:i,Qc/iџ ч fqёj:Qtt?Q clef//"JtSQ/"JO.SO// / o.rcv/<:>c/,?v 

џ /17/f!rvc;/v ["- ~ 1] . 

.". о$С/Ј:џ::,јi:1 "' .;оё,t/ с : 

сџ Cf;c)" /'17Q.:I: {f f(Cf)-/(C-) f 1 f j'(c,..)-/(cjf 1 /.Hc-;J -;'"сс-;1) с 

(
о zq -1<'с~о 

= 2 %q С•о 1 .. 7er Jit /f'(Ofo]-/(CJ/•f-1-of-1•/fCt'.j-/(c}f=~ 
. () zq О<::С«::1. 

Neclvftn 1 os~:~il:x:tji? џ il7ferY9/џ f-t, 1Ј izm>s/: Ф= H-1'1=1-r-t;::: 2. 



. § 7.5. NEPREKIDNOST FUNKCIJA 

1.5.1. Prirastaj aгgumenta i priгastqj funkclje, 
definicija neprekidnostt·}bf#ti:q~~· IJ tatki, 

tatke prekida funkcije i fipovi tat:.aka 

prekida 

228. ::to fvnkcJiv ј(:х:)= ::сtл:х: ocrr~'ft· ,Prirt:i.i-197' v focP:tmq 

а."" 1 / а =е i octji!fпili jq,fyo9 sv :ri'!Q.-t'9 OCfiJOYI:lfY/ivc'/'l'rii"Qiђ

f/ /<.~,..,fic;p / qr?t.~irleпf<'f. 

li'/t!:se/'lje. -t• Jlrlrq-S'ft;,l. 'l!Т:J<.~~n.Jt:, v ~ёkt' а ll:t:'f .~ А х= х-1; а 

j'rir9.if9j -jVnJ:cije .1 ft' Ау•/(а:::)- /(1)-/{~)- х lп:;с; 9~0 

o:zпql!iP'!P АЖ •h 1 о~ ~ ..1: • 1,../; f"'1 1motr1o 

Ау = .1 r trh)- /(t) ... ("!fh) Lл (1,. h). 

2• :rq а =re 11"10/"'10: h =А~ • х -е 
1 

Ay-.f(e,..hj-.f(eJ

= (e".h) Ln (ern;- е!.11е = (erh}tл (erh)-e. 

Posfo ft! ft~nkcrj9 J"'Q.s-~ 
1 

1о А .:с / Ау ;/.,~t.; Arli :zqc,k. 

@.ooJ:Qz9fi <:fq sv ;'$1/ni-1/ 6'(;'eqed/ is.kc,z/: · 

(а.) rvпJ:ci7C, ./: /(:Ј:) - .;.:к: ... 10 .,i!! 17гf'/"<:k~nQ 179 ~. 
: 

је nepre,<rO'nQ " $YC1koj fQёk/ с "а о. 

:ZQ (-2-::.:r:<:O)V(o<.:C<f) . 

/е 17eprel:'iotJ?Q 1,1 ..rroдoJ· ;/Qa~/ · О r Х." (е(- 2 1 О) () ( о1 ; Ј) Ј Q v ~' 
Х0 .=: о 1'mq J'l'fl !>id. 

(cl) PvпkcJlq, .1: ~_,..R ct<7/c;t ~ 



( 
-х- qko је :х: i.rqcio/?tl/t:NJ hi"'Oi 

:/(:t:} = . . . 
. :с Q,ф Jt!' :х: f'9CI0/'19/Q/'1 OI'OJ 

7'е I"Jt!' p.re,t/Q"m:;. џ .:t"., == о 7 оЬk ft :ZQ x-.'f' о rekia'l79. 

R;esc"1e.. (q_} z. </;%/"li/f'lo ~>о ; ,PrO/f'lq,y.qjft7o it7fe,.yq/ 

( f(~J-r ё Ј /(С)i·ё). 

ј. Т.rq.iift7o ~>е~ fc:1..tYo t:~q (fж-ct~c!')=>(/JC.r;-.f(c;/-.::e). 
No

1 
. · 

/J'r.:c;-.frr;J/ ~ /(4.:t:of1o}-Џcr1o}/== /~с.:с-с;/ =~f.:z:-c/ .. 

!:zi"Qz 1 :х:- с { ~ Ј' *ei:JQ ~ lmf'/tl:.irq ( f'OY/9ёt) .1/.:Z:-с 1 ~ \! . ЈЪ 
се 6Jfi .F;9vrm i8pvnft:'l'10 1. <:;>А-о Ј" .!В~ с 7 f/ $ ~ f · 
ЏZft7el"?o # · В= Ј .. o.17o'q 

(/ :с-,.с 1 -.::С') :ОФ.(/ f'C:t:J.:.fccJ{ = з f.:z:-c 1 о:: .sB == t:.). 

!)akqzq// <S"/fiO o/q. po.rfoj/ Ь:?r ~ло tf fq,tvo Ф yrijtКI/ 

(1) (/.%:-с/~ В) =>{/.f(:x::)- j'(c)f <~~~ t!)· 

( ,Po8fo (?') rriJ#toql/ Z9 q'qfo ё>О 1 :zc, B•f; O/?C?i? C1}J>C"fO/t:>Yo 

Yl"'i7t!Щ1/ Z9 {fY#I/:0 S'> о kOJe fr /f?QI?J't!! ао' ; Ј fi ДQ' ЩЈ{:, с 70 

;ю-sfo7i. ~e.rr!:oif9Ct70 Р?/7090 6.roJf!.Y9 В>о ;ri:;ol:'vih o'Q wi7~Ф· (1). 

J'/t!'r:lvfiм, '79Л?Q ~ aЬro.7"no $1:/по ft'o'.t70 ~kvo ~. ?Qk:xf'e, q.fu :zr? 

q'qfo ё >о Vl"'i~' (1) 1 0111:19 (f) Yrij«'t::t'/ rt/17 ј>Г'I~ :zq lrY9kO 

е' ;.ос; -fj· f.rebq pq#'"J'v .f""~lir/ ;щ 1'11q/еле 6ro7"ttfl' ё>о). 

!f. Bvo'vcft· Q9 zo нYQko ё·>о P?OЙ/IfiO '-'UJf/ В• f' ~ jt!! <:lol:o: 
Zt;ft'lo ~ ;е .1' ner-.r~Ja/i"\7 v fqti"fJ с. ,.W.Ф р- 7\;lo-;tQ с ,6}/q ,Pro- · 

izvo/ji"?Q .,qёkQ tx R 1 fr:, _7i'!t Q'o):q:rcмo oi? 7i:> .1 nep.rekio'/?Q'IJO .R: . 

(Ь} f. l)qlo i"' с>о (ct9kle1 e;tqf Ј«' inferv9/ oit;, /cr5ke /Се)}. 

fl. Dohzimo eq:z/$feпc;iџ ri?fe-rYQ/9 o,fu cl ri .hi"'Ojq Ј ~k!-09 
ф VNj"eal/ (f). (l-tl:%170 7е f.l/vrO'i"f/ Ф S ;:l(:н-fo7/~ q ~,А:Ј 'Т' 17Qo~· 

nf7i:- ocl h.kveo vq-Jt?OS"f1; ier .s'e "' Q'efгn;aiJi. nt!!;erekli:Jiлo~/ ~ 
/ 17~ .rql!,fjevq). 
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Oq;tfe 1 • frqzi 6'е Ј'> о fq~yo c/q 

(2} (.:c'I'Oj /Х-С/.,..8)=(//(Х)-Ј'(С)ј.._ё). 

No1 

Ј 2 2 2/:t::-C/ 
/f(::C) -/(СЈ/ = . Х- С 1 =: Х•С • 

Prlпjefi'mo c/Q ~ t:7J"<f<.~tr7enf .::с ne po79vJ;C/7e <S<?/'170 v jotr7biлoclji' 

(~-с} l:9o t.t prt~jerv pot:l а). 

z.:,ro se f!Nj'rt:?лiёii-r?o .sq/'170 "..::;- one а: t:Z il'lferVQ/9 oko с :щ ,l:tз7e 

fe tr70'!t.tcie 18-~JjVёil/ ti:r: , i9're ' ~ /.:z: ·с / / l'ri' !о ~"'!'е 1'70rt:?!"'I 

po:zlfi ot? · l:rr<:r.r ~х . с 1 Ul'f71jf!Otr?o ::щ.tr?iJf!!nl/1 <S<? Jr?t:V!Ji/"7 hroтe"" 

(kf:7i" ~о-/ 8<11'10 oql с). 

Nl7'e k-l~o l'rl1'1tj'eftl/ qq :щ 1 ~-с/<:: -,fJc/ ..rДј~' .х: =F о 1 

Ј ~ 1 > f 1 С Ј Ј Р.:, 7iir .·fl9 f<:I~V(!!' а: (iz оkо//л.• "rо.?Ф с) 
~ . 2 

f.:o·c{>y{c/·/cl=fJc/. 

Cfџq'q 

(.Ј) o~-cot..;:-ffcl)==>(licx)-f('c)/- 2/.z:-cJ ~ .lf(·.:c-cj) 
tx·ct -;: fcf':l /• 

o~vo'eo s/tjtr;r;i of:J- d'e С/2) ittl/ :юФю?'е!17о 1 ~)о .:~Rhftje УI:?Л7О 
c~q otd~ 2 

~~. .t,~ 11~ Је/ •е 
lcJ2 . ...,-.;;,'<· O'ii ,.. • 

!)q,t/e 1 :х:: fr~ ciq :;rqoЬvo?Ovq l.Af'/oye: 

(~) 

Aht:> ..rfqyj,.,.,o 

/с/ 2• Е 
f.z:-cJ 'о:' '* -

(SJ S•min { f /с/ 1 1 с~·е} 
1 

Ol?q'tf &!' /.:с-с/< В ?ov,t,ёift' ('.S) 1 7e.r 7~ r9(( ,{f.cfl Cl. ;:>o.ifc 7~ 
/х-с/< G ~ fc/

2
·e fo t:Z С.З) <:lohivqmo: 

~ 

/т(«:Ј- .f(c;f <.Ј_. fct2·e =е 
lc/ 2 

,. ' 

..:;,;.:...;.: ~ .......... "_ .. _.._ ... -.... ............ _ .... _~· -... ' -~·--·-·--·-· 
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fi qko :rq clr:tfo. е >о џ:zl"'/el"'1o Ј f'rl!!!l'?9 (6) on'*! vriJe<:li (2). 

!ff. Bvcivd! q'Q' :zq 6"/'Q;t"o е>о ;.,OZt!.f,..,O ~/Jrqf/ tf>o) fq~YO dQ 

Yrtj"ect/ (.2) fc fe q'qfq fv17~f~Q %.: пepre.kl'<f/JQ fmkcrjq џ ft:?

ё~i с:;' о. f'o.$-fo ;tt:- fqe_tq c'flto hitf:f proizvo!Ji7<1- fqa~91 fr:> .rпо 
qt,tfq:щ,l/ q'q Ji~ <fq/Q / Лl!!!'f'~~li::(l79 џ .rvr:1):o;' fсёј-/ t:Z (ћ{ој ). 
F'-'лkc/;i::f ;, 1n9 џ nџ// f'~kl't:t 1 JPI' .f (О) Лt!/"!9 4'1'1"!1~/9 (/ Лtје 

q'eftift89пc; џ 17~:.tlt). 
(с) f'. [)qfo ј(:- Е >О (f<I0/706'f Ч'p~/'7QC'1'i!o bi"'JI:t /Се)). 

jf. Do/:9zif"1o t!/9~,;,.-/f!!I?Ciji.t JnlerК~fi:J 9.Ф с 1 -f/ /Јго7Ф 8/q~vor . 
qi? Yril"t!.fQ'/ ("!) • 

t• Nekcr 'ј! с .р. о. ;rq xtt~-o il"79mo: 

l .f(:X:)-/(С) l = 1 ~- ~~. 
l.:t:/ /С/ 

NеЩ Је> ( .':1::-с / <' f /с f. Tqo'Q 1• :А:"/'0 i Х, с .rv oil9 i'k' f'CJ&!j7·

VI?/ il/ t16t:l ~fivnl J:Sro7i:!f.Y/1 ;'О 7~ .((f'(4C)•G/If'(C) ... G)V( 

(f(:cJ •-o/lfrc;--&J/1 r7: f'r:x:;•.frc;. 

Dgf'/e, .'Z9 Е > о 6roi Ј' • i 1 с 1 ;mq O$o,hint/ С:::Ф 

('.:z:-c/ <Ј)"'*"(/ f'r.:ж:;- f'rc)/<: е) 1 

fj Yrt)reC!'?' ("1) (џs-Љv n~itlп~fl). 

Ji! · !'o§/r:: #С! <~~ Е >о I"'!O:itri"'I l"f'Qd/ Ј' >О 1 .fc;>.kvo qQ. yrt'JW/ 

(1) 1 -lo fr / Лt!!'f'l"~tfiotn<:J t.1 с!о. rOt:Jt; proJ•w.-j'/708'1/ ~9 с~о 
S/f;'eo'/ с;о6 ;* ј' ..n'f'~ftl<;r',t;q 1:.1' .r~A:J/ fqa'fi';' iz ( ,R ' {О ј), 

2• .PI"t1'f/lo.rftfv/tr?o -~ о9 Ј" с•о. Onfl1'9 ~ .:х: >О sдј~/ 

/lr-=) -.f'(c) f-/ 1:~ rs· f ( -12, 

.ft'· -Ж9, /7f'.1".1 ~-1 ; "./I'Q'ko !>о f'~J.(qёtf:9 -'= fq~yq 9"9 ~ 

/.:с-оЈ <',Ј' i l.fr.:c;-.fco)/ >€ ј ot?;f'le / ,~ }'rгft-/ё; џ/Qt:Ftf/ 
С= О, / /IOj"01"H11'1JP?O QQ / liтJQ f'.i"e;f/f:Y (/ С Ј Q"(o / • .sq-1"7<.) q-,..6:> 

jJO~o;i' 6Qr. јес/170 е >о r<:J'ft-YO ~ :zQ SYO;fo Ј>о Vl"'ji:fц::IJ'.: 

.... 
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(cl) F1.117kc/1q ј' 7е пeprek!qtпq "' с=о1 7'er ;rq Ф/0 е ;.-о .6rо,т' 

tf':=e i;r;9 oso.6iп4 ot? (/.x-o/o:J')=>(/fcz;-jtaj};Ji<jjt.f.t.;l-lxl<ё}. 
Heci.,.fin пi,е fe;J:o <:loA:t:l:zqf'/ Ф 1' /;r;q ;;rf!!"<"li::l џ win osfo!/n 
fc?o.kt:1;r;q. о~ .r/J~>r:l/ q'q jf!!' neprf!!'):'/.Ynosf .hkr:,/no .r~7.$-fvo 1 

S!II:IJ(Gf.,ю ·f'..,nJ:cif• џ ,.ьс-Ј:/ JJril'f?J'e.fti'r!o ,.Q~ о9 8 ;>qvt'o-i е>::У 
f<'.7ё):f!!" ;' и<У е 1 .fj. r9 = G (с 1 е). !1"1Ji>d'ep;Q> ~л/ј!'" 9f::t ,l.rx:t ле~i;, 

(..-;t'.fi>1'1"117lh) 171Pf'"/C'!Ct'171h f'-9 Ј' 17f!! ~VI~/ oq' ~,t'(f!', 

2 30. NeJ:q .Т: ra,h Ј-> R inC! 4 ,tqё*; с е r .:2.1 ь) <:1$0bim.; : .:rq ..NQ..fu 

е ,..о ~t::U;'fo7i' S;.., ,l.:;~vo ~ (/:fr.:x:;-f'cc;l <е)Ф(/.х ..:.cf...- 8). 

Oq !i Jftt .r 11Sf'J'f!';'-/cr'I1Q 4 с ? 

@Ј) Nek.Q f ~ (ct1 ь) ...,..li' imq 1.1 се r а, .6) <:?soo/t'fџ: 

c:t,J :rq svq,to !>о· f'OSf"Ji' <'!>О fq~VCI 9'9 

(/ j(:Z:)- ..fi<:)[ < ё) =Ф(/ х-о/ -<:JI) i 

Ь) :rq syq~o !>о rU:IS/oJi' ё >о fqkvc ot;o 

{/.:х: -с f <: Jl) ==!> (/ ./(.:t:)-j'(c) f '<' ё} i 

с; :zq .$YCI*o <!>О po.$'foj1' ~>о .fqo,kvo Ф 

(1 ::с-с/~ 8) Ф{/f(~J-f'(cJI <i 6), o<t'I70Sf)<:? (1.:::-cf -:;сР) =='> 

=:\> (/ /(Х)-/\С) f ~ ё) 1 Сr/170-&'ЛО (/:z:-c ( ~ ~) =>(/ f(.:l:).-f(c)/< с)• 

232. N~~ је .1: ('l1 hJ-.R nt:f'rekt'cr'/7'C! J'<.'ntfwj9 "kck' сЕ(<;6). 
Ak" i• /Cr) ""'о :щ I"Jif:;1k/ rqc/oпohn /Jroj re (а, 11) 

1 
dotf9x91'/ сХ:, 

је /~С) =о. 



Ri'esenl~· /ЈџоtЏ(f,· o'Q 7~ .f лel'r~k/q'I'!Q v с1 fo :zq .s-Ytt>;fu е> о 

pt:~S'IoJi' d'>o ~"tvo ct'9 

(1) (/х-с 1 ..-li' )=:>(/ f(x)- /(С) 1..- ё). 

!fe<t'џf/;i; 1 1"79 ,.t'Q,kov 6/о inferV9/ c,ko ;'Qё);е С; ro 1.1 qeomv /I'1C.f'Q 

/:J/fi C<::,r 7еФЈ"Ј rr;џ:ic:mQ/oл 6rof· Aka ie с rqe/ono;Qп о~ 7'11 
. ј'(с)= о. No1 Q,to с nip rqcior:r9/on; ол'*! I'~Ji' nel;q;lq

c.(;q r iz o..h>/tne. fo' с :/9~ Ф orтq f'reQ's-fctvfJq rctctOI7QRn 

bro7· (qt; fQ;tyq ~ 7е 1 r-c 1..:: S) fi iz (-r) .r/tjf!tc:lt' ci<? 

. ( 1 r -с[:<: 8) ==> (/j(r)-/(c} Ј=/ о-/(с Ј/ =-/frc; [<:::Е). 

Po.ilo Ji~ .€> о prC1izvoljno ( Q't;>k/e i f:JO ro.Ji' mqb) fo 7е .fcc;=o. 

2 ЗЗ. tyN11ФY.e 1"10/'!О fcnl.l fџnJ:.ci'ji.t / ( priЛJ;er ~.tye f'-'nl-r::IJ'f!>} Р>ј<~ 
olvorм infe",.yqj 1' f'l"es-u'I:9Y9 nr:, ofvoren 117-/e-l'YQ/ /riJ

1 
9 Qq / 

лtј!: .s-lro.90 morюfpnr:,, "' 

ЬЈ m<tile 1"70170/t:mt? ivl"f~l.l / ~/:;• i!! ~re,.tt(rnq I7Q ofrotV?/"fOflJ 

/17fe,.v9/џ .!'1 "~ / (.[). л1r o/Yo,.fifl"f lrтlervo(. 

С) Ncx:lt'fe ~p.rek/tYI7l,.1 .rfi"'<'JJ 1"70/'!0'1'с-7Ч ~/7,tc<tj;" ,/: ]'-...;(', 

џ,.ьvfsfvo. ~ i9k)1? f'-'J"J,I:CJ? 1"'10/'Q lн'fr' ne-p,.."tic(/!9 n9 ./'ј zq 

лe-prek/o'110.rf 7"" o'oi'O-?-no o'q Ј'е / P7orюfoJ"JQ /Ф$<.;' .I', :fCf) 

ofvorel7/ i'J"J*rvq/t: 

f;) ;rc, nfl>~r•l:ictлol'f nil'v pcfr'e>l.lni Vl'/oy/ qt;, 7~ .f' .r/I"€J90 noi'!O-fi:,!'P 

i!i / (ZJ ofvoren li7fe,."llf:l(. 

с) Ako- 7е / ,гfrotp I"'IO'1Cfon9 i n•pN!'kt0'179 '19 ]'1 ono'q 7е .s"li~ 
.f' ( .l) ofyot•ttni il?ltrryq/ 1 • ;-t: 

'/ (' .lJ -z ?е- I'М!'pre.k/c'лc nq т r.r;. 

/"'k?".oc~/!9. .Rev>l'~~." е 1 Ј' ~t!'I"P7/nolo11J<-- , /q,Ф S'f!1 o'oP:;>:iGI' t'JI'f!' -

flюQ"ne ё/"/1!-л.t(.-Р 1 Arlo i л/z O.t:13il/1')9 о 1"1/?Prekrt:Тлos-r/ z,f,I!"Q . г· 1 

1'9z!Me 1 71. • .11 ;;roizvof:1'q1 f;ol/i::iJ/;tg (=f'o nq;;:ivлik), <;,AFolvr.tџ:• 



vrij(!q'noslt~ q~ N n~l'r~/:'io'лe ft.111kcje ~ vkz• џ ftl;#rqze. 

,ko!'l's-/t!'di' oi7Qf:f fe osoblпe /Q~ ~ *',tr,zt!' Qt:/ r S/19Pl 09' "'"''"'· 

fџn/:'cJ7r, с polinon 1 rt:lc. fvn~ci;t::, 1 ti-Q~~;~:~&~j:.:~~.&J'o"enctji?mct1 
~ril9nsiX1 1 о/'8/9 ;юfe~i;l:f .х:~ hip.;.J;o~, o-N:<?, frtC,o!7orr?er!'/-

1.ff~~ i лj/ltOvt!' i'!Yl!"r:zne Ј f1t!'~l"f!'/:'l'oll'f'!? ·"' evqp::>j ~,k/ <#Уо9 

dt:!f/n;1::/of70f:J ,Poq~,..џ8lQ- . Pri .;о".,. ~ fq!;och · ~rl'-6'7'/ ci'n;en,-'cq "' 

л•p!Y!'ki:t110•l/ Gklzent'!, fVn!:ciJ9,' qJ:o 7f!: :f':[t:t.1 6)-ll 1 !J:(~cl)-~ 

f9 h oq .f ((о.., 6)) S ( с1 cf) ( ql/ mA:> oQ Jff !Ј0 f ol•ft'nfi'•qno); 

/е •!:о 7е .1 l'lf'prtt~/clnq џ х .. е (41 6) / g MJ='rt!".C/t:lnc, и 

.>' •/ (Zo) е (c1 c:l) 1 ~ 'fr sh~•/'19 fu_n).t:vjl:f f; •9of nel're-

pqпq Ll Хс.. 

JVt:rpo,..,t~!"l,..,o fq~ ot, f7'1ntНJ• fvnkr:je m~W na;t~rt!';/:-/q'nt!' ~~ 
1Q',тt' 6Ч / t:tf!!t/i'li«lne ( .,Г.,!;о l'!f'r· · :~: ! 1 ·~ l'vfq fчnkct7~ 

ttltrfli'fill'9"e $1 Yt.ir""'!o for".,uJ:, / q7.,). ?'l;>,.tt,c;to, п-,.r~lt:I/'!C141'/ 1'7o:if!.~r?o 

q'O;f9.v~· ,· ~:с 1 е,~ ferм/noЬ,tj~ ~ ,ko,.,:r~· t::Y'e-flht'ctj'v o'q 

ft!' .1 11llf'l"t!'~'t:(~ (Ј с: 1 qЬ;:> : 

f} / ~fii718'91'19 v с 1 fJ: f'""fo;i" /С'<:) i 
2) J-8foj'l k>l70t5Qn 1/I'I'Jt!'S {/т .1 (:Х:) 

1
· 

.:х:- с 
.Ј) {il'l'? /(.%:) •ј' (С'). . 

.:~:-с. 

Оџ:, c/tPIIitt'# 1~ n:1rot51fi:, ~lfQ zq f-'rvrcff'~nfr fipoyq ~Р 
l'r~lcfr:r. 

7i1~ ~.k/411'qos-/ ,Atn!:el7f!.. пq .,....,,.".,."~ /'110& .sw- ~iir:s-<?n' /'19 

~ ('~~t~qftt,l'/fnq ~15/nq) : 

1) /ј'! l'fWI!!'f'C'.kkt'nQ /'19 ft:tt6]
1 

0~1101111'10 (ct.J; 6]
1 

сн:I/Ю$170 {"q,
1
h)

1 

q_,.to t' ,f'q/'I'JO q,tQ ji / Svzen;e- /7(!!"~ fvn".k::jt!- ј, ,Фј:t Ji!' 17'1'i!'f!'IY!!

):tl:;qq /"Р ~ ;;;.е,.., oryo,..,nol"? /i7ft:ryq!V .r" ( ~,;- S<?<:<f'r~:i' 
/n~yq 1 ["о, 6 .Ј/ <:><:tnOSI'!O ( Q.l 6 Ј 1 Ot:tnt:JS/10 f а, 6 Ј). 

.2) ..f 7(:. /1e"f'~t~'iQ'nq /'1(:1 f'q, !Ј ј <?..Ф fr ~~AiiYI79 nq са/ о) i 

<?..to Ј~ nt!'f're,kt'fi'IQ .rftjeY9 '-1 Ь i :zo'l!!tl'/'19 џ fqcft:j Q. 



nepre*/r:II7Q..1 "el're*ir:ll'f(f .slij'eYq or:IIJOS'Il" 171!!!f'N!/:ti:l179 ~$'/79 џ 
fqбki .:r: -/!' А v OS'J'qp/r, fqё~l"19 !' N:?c7t?~ €fr<:!.fik i џlvr
r::l/ft! yrsfe pr'flkQI::I (џ~oli/:o po.slo;~ l'~,t{ef/}.' 

ll~~f!:f7J'e. ;. .в~'('f/ Qt:, r 
.f (?r Ј,." 4i:lt (2:Cf-1) • в, ./(?-)- /ri1J .f(.?:).-

~f..,.. 61:-f-

·= !im {;-2;:.t-f:1).::::.-1 1 f!: ,1(-t.;.;_,J. 7Гf-' fo %1?.l"ri:lёCol'1~1'7o #:_.,_ . . "/1 7 ., 

q1q 7е .f f'rt11J:A:r,;, ч а: •1 r ?"~"' ~ po.sfo7i fi"!~.t "' fo7' {q.5.kt; 

P7r:?t:fq _F(-t) il'79 . .SI"'!/8/q). 0 J'l"ff!k/ctпo.r/1~ o.::lhCS/'!0 f'Г'<t!•~fфir!q 1~ 

.S/Т1tttk ';OVCf'if/ ~1'7~ w 011ti'r7 fqti!~l"?r:'l ,.t'oft! .sv 1~ o.6J:hsl-/ clefiл;Ciji!! 

fvл#iJ(t! ilт" n.t _p9.k fqc!'~ 11t:11101'7i/9vr:?nJ9 :l/l::f "r..,. oh/r:r~f. 

Posfo ~ .fct-) ... -1 -; (1), -lo ;i!L> ј' ,nef'!"d"k9'179 oS"/tjeVQ "' 
.:r:-1, qt,,t /(1.;.) •Ј:;. -1• j'(f) ;:юурё;' Ф .1' пtј'Е> пt;J'rek"ct't?9 

;\l<:ff'ot'1enl;.,o ~ -8f"'I: h .r~ f'l'1'~q· o'o~~rqf/ f · Ь,~r /i!"!tNQ (..Фr/

.1'-/et:ft' "е; ··в -/t!1rmin"l"'!ij'v f/- /:ојч ~1"10 i:r6;~Y9"1/ .kc?Q' ~ 
irtOI=j~ ). . . 

Ovr:;;' J'NflkQ' i• f't'Ye YNfe 1.: fo 1'/f!!'~Cfl?jiY Cftr? .f(t-)•j(tJ'J*/(~ 

r;: l'o~fo7i' !/f'lf!'$ · ·4,.< .,/qe';l-i .:к: •с. N~c/'t,-,l,irJ и ,lcJ M,k/ ј' п !Ј 'е 

qlefi/'?i$ql"f9 ./'9 nenq 81"7ielv /(о); f/me /'!i!e ,:rl'cm1e" џs/ov 
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Ј:..~ /С.:ЈС) ... ј (0), 

Tt:r,«x:t'l!* .f litJё 17t1'prekio"l79 л/ .rl/jeYQ лi ,:ftfН'I'!Q " fqcif:'/ .:с•о, 

7il!r f с'о; nеп9 ~n;819 ;х:1 171јfз> i.s'f'<~'11F.t? :'~оу f~O-;)• f (о) 
oq/rro$,.,o .f' r"r; • 1 с о;. ·о У'? ј f'!"C!"J:'/01 "' .:Е,~:Ъ;'. ј~,·~;..е YN'.k / -"" 

J't!> ocТ.r/rcи~.iY r пel:>t'lr:l!7 1 vtflon;iv ~ ier t?o"%~""" ./ !7Q pr;/v::Jt::lQI"! 

лt?ёt/7 ;о лe;>!"e.kio'l70.r// JJro.i/riт/ (/O'locr/fict"r<:?тi) v fqё'l:t./ .:::-о 

qA:o ~f/m'lt!'I"?O 

· ( ./(.:::) :q :х: е!() (f) 
9(~)- 1 Z9 :Х: со . 

rvl?kct/9 !Ј ~е hif/ l?epre,k;qtпq v nv// Jffl" ft' .. 
9 (о".; =!Ј (О-)- gco; с=?). 

з• s/q 7е- .sq fot51:on х ... - 1 ? 
(/ foj fqi1):/ f'-'17kci'j? ~ ~i7;.$oc:.-79 1 q '*ftiт/.щi?Q је / ;z~,sn<?" 

/""f !"Та~ tllJOVO,.;f;' о Лf!'f'N'*A:I'/IOS'f/ z<*t8t79 v :х:--"1. NC) kQ,to 

Је l(-1r-J==Liir/ f(.:r:) ... /lm r:.2xr'!)•.3.-/(-'IJJ 
,:Jt; ---t'i- .x:--t;. 

ro ;~qk/;VCVJif!tt'IO ф ft'- f 17t!'f'/VI~ti::II'1Q" /ZI:tt!'.s"/'!Q V . .:С • -1. ,3џ::tиd'/ 

<19 .f 11/fr '*fti't/8:'1179 /lj~Yo о9' .:х: =--11 fo пе 1'70Zet"?O 9'='"'W'I'f' 

r;; n•f'!'e-,t:/o'f7(:)rf/ '.s!rji!-"1'9. 

+tl ј(2-)= lim .f(x)= tim (2.xrt)-=S / /(2)==-1, 
. {f<r:)::c-2- ~- :z-

f9 Jf!! /(2-) =S :f= / ("2-r)--f = /(2)1 f;: / r'l'~"e,kti:Yпq џ 

х-2 ; fld"prek'O'I79 7е- :zqle,s-179 1 q j>IЧI'.kiol179 .si!Je~ t';orek,QI 

7е f"V~ YNI'ftt - /76'ot::r'.rf-/"91'7ji'V ( ,er f>O#f.0_7'f!! tYJ~V/ / cr'fN'!7/ /i'

f77t!N!i ko~17; / r:::nz//5!/;). 

5" ost97'1!!' 1'/QI'? 7ь8 jlctnQ · ):r:lrQI;jt-rt"sf/ёлQ fqбeQ :zo n~preJ:~(J

sr (SV/!!' SV fqr:-1;~ l:<?rqk~N~f;.:f11e qko Ge lJ nJimQ 1"1/jen;o OI'?Qf/

r/f!/:/ oQk;k fvl?,t-ci;e 1 i// fи;j:ctiQ /1i7e clefiп/S'Q/?Q - Q fo ЈЬ/ 7е 



i 

\ 
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fctё'~q 17Q901Y7t'/QY€M7l? .:zct Q'отвп ). 

F'~"~ci7i:? ";le deflniGqпQ џ fQC!k/ .х:::.э, qJ' ,-k .з :f9~ nQ9ol"1t'

/<7vctrr;i? ZQ oЬn(ffi'J oQ' /.i /(Ј) nei"1Q б'l17i6',Q Q//t;..,q G'/17/G/Q ri"'Q
:i/li li.me.s " foj -/Оё"~/1 е:! Q,(-0 r6'foz'e ;.oлocni li:Zi;r:vi t.' "~ 

!_:iтrl::'s _!_т'~о z'ea'nq.~i ( F .J"Qt:::tq. f(.Э) 171!"/'f1Q 4'Mi6'/q ~ ~ bift' 

_/(.з-) =.f(J,..)'f..f(iJJ) ;)'_!Q,z__Jtc/jt; .r:notq . .s"f!' r<:::><:*. о ,acel::.d"Y-..,=·~~ 

V~"Qfe. 1_-:с: _је E!_4(rozi' .!Jqj. z'e:::ltln ~ 17/~? Мо9 7(!:> z0 ~t'ot 

cil"џre VNtft;. (Р rA:o ~ f'O"i'oJi' ni ~f71:t(!"ql7 ni Ь::1о /JN-tfonqiQI'/ 

Q17Q'Q i~ fo ~f p~):/QI 111'""9"' VN~fe., q// 7о; fi:ol"?f'//,('cи:miJi · / 
/:t::<? Sfo 7~ •/Џ(;;q/ .sq fvnA:ctjbl!'? .s-tiт (t:.:z:; џ .:ЈС•о). 

:·~:·~::/:::~t;,;-~ ;~з)=-,+~--;; 
fo f'l'ekiol c:lr'-9~ vr.s·.l(ff. 47' p·.I:DI'i.s-no · --4 -·-( : 

v/ct;efi (Z9 c::!"f9nJif' 9/"'<::;rtP::,,. npr .) / 1 1 · 1 1 
. 1 , Ј 

rrtj'ea;oro~f f( .lt): ~ 
1 
-1- i-

fj: ft.~nl:c/'j:l т ~~ s-A.t:>k џ «'•-Ј: 

.f (Ју. Ј- fС.з-;··т- се • 
. 

1 1 

6'• S'Vct.~ ~~ for't•!t.,t/Q l/ /it:f'Q=t,t .t'Q Т ~nt:ie ~О ;/t:!r:Упџ ~1"2Е"- . 

_!!r<:,~"17V {w1'1J:'~'v 1 q ~~-.('!?.1!!'~*1i::rnti• o17Ctzt! :z::2e> Gv ,·~~:
'!~~!!'}е· Zco9 -fc9q q / I?Q o.rnovv ?•-s•J по~по .:z.:,.t?Vёi'fi C!Q 

7'е / 17e,Pre/:/o'1'19 .11q ssq;Фm оо' /i7ki'VQ)::/ :Е ђ o_J.i (t:? 1]; (Џ);{2,аЈ 
(Ј, -i-Ьо) 1 9,1' ni"J'!!' neprel'/ctt79 nc; пpnovo i <.tmji·, :f;' "'le ne,.o!Vf>

~~Q'nq n~ S',kf..IJ'I.I: 

А • f 1;0)U(0;·1]t1(1,2)U[21 .J)U (..Jt Ф)= E-~o)U(o1 ..J)U (Ј, r-co)J 

. .. 
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1'~. ~ .:trooЬ~~D?o ю7v J""f"(:l~/"/ Q: / h 
' 

NfR•1'1?tt· Fvl"'~:,q ~:А_,..~ 1 (А S:R1 А of;o/"1!1!'17 .r,ful') ft' I'I#JII~
kR'/19 ttq А 1:7~ ј 89/"170 <:r!:o 'f!t 1 . 

.,С(с-) • :f' (cr)• /(с) %9 fceA. 

/ Ak> 7е А 8flf:!i'?_t!'nf : А •l' а,, 4z Ј, '~'~ 

/(~f-1'} •.f (4-f) i /(4z-) •.f(t1.z)1 .,;I(C-)•.f(cf)•l(cJ 

:1:r:1 SYC?P> се (<:lf 1 et.z) /. 

U rtf!IЙ1"7 1/~'v .f Ј" o+!~lii7'~~. 119 А • Еа: а А'. f'o$;o #'vr1'~t:r cCt 
{01"/f'JUA:, t1 t'zr<n:v ~ / ~.,fi1y?/:f. ei~!"Wi117*'r17e/ jvl'?k<:!iv (мf!' 

811.1 ne,ore-~t'dl?t> o!1r:/,e 9'7~ .rV 1 <:Ь;'il?i«l~?e> ) 1 fo .,S. / ~,Prf!'klr:l~ 
t1 ~/Ј:17 'f'r:lёki tirferi'O_..q (~ rQ., IHt !?) : 

r-~, -;;; i : r-x, "Ј 'Ј' r;;, .".«t ). 

o~~q1~ ~ n!" i.rf'ilc> .lfq ~ v /:r<frqН. f9ё.kr:fмq .:с • r F;. 1"10'JI.I ;· 

и oc:treoCI'lilt' q i ./:; 1'9kvt"' t:lq ;: /Jcto'i!> v ft;.., fqё,ьq,..,q ".-~,-eoft'Љ??e,. 
Fvn~l~ / tf• 6t11' nrpre#o'l1'f!1' 1.1 .(1:• -?' q,kc. 71!! 

(1) .f{-F-) -.f(-li"+)•/(Y)1. •• 

q џ . -ft;t!k/ 41: • .F
1 

qtf'o ,. 

(2Ј f(F-) • / (F-}-) = .f{F). 

No /z 1.18/0119 (f) 1-ltj•~'/: 

{.ltirr f(:C)• ./iп т(:t:)• r(Ј/')7~Г n'rr? (-Zcos.:c>-
:11:•·1'· .w:--r.,. '.1 f.:c..,.-r_ ._" 



!im (2 .rt~ .!Е.)= 2 fo iz џs/cvq (2} .$.1iJf!t::fr 2=- а.-1-6 · 
~-~ 2 . 

/)ctkl~, q'ct q; f" 6i/q. л~pr~.t:icrлQ т; ,.r;, о / 6 morqfџ :zr::IO'ovot,ovr::>f/ 

!'1!11/ctciiv: -а .,.Ь • 2. 

• 4"1i-? .fi .1С 
235. Nt!'~" те f Cttafti1ir'111Q ~11t:1ёi11o".., f'C.:z:; • ~ rf -х.Ј :zo о"~<: 1. 

Defiщ:SifC'!' fџn~tjv f' v :с"' о 1. .% - '1 fo~o c:tQ / 1хде ~'~•Р,.•

ktct11q nQ ['о, 1 Ј. DiJ>,tvf!'r<::!jf(6 ./ .r.Ncirt:ljrl!!' 91"1o/):t. 

2 37. [)c.tqzi,/(6: qko 1itfo / -7eprt!'k"i::J'11q fvn-tct!"Q v 6 ,· qfu 71! 

//1'17 9 (Х) : h ont:tq Jifl 
.:z:-a 

238. N•k? Ј~ 

6) g(:r) ... 

·С) ft ( :t:) = orc 19 :J:~f ( fvn,tcl'j/:r .9Vь/ S'/'l?i.J"t:>O Zf/1 .:;(:= "f ). 

1• ,kо,.Ф fr•/q Q'f1/t/7/~q.l/ fvl'?,t'C//v f' џ ".:с-о ~ pi ht/9 /?li'f'rt!'-

1;/r:l'no zq svqk .а:>- 1 ? 

2• Odre<::tife fqkYџ vri~o'1'708'f 9 (о) 1 ~ oЬpv.п;if-179 fv11/:CjQ 

hvr:te nef'!"'e~/0'1'79 џ ~=о . 

.,. 1-foze /t' .re fџпkr::;jq h 179 j;ril"'r:XXЬ,., 17C16iq p/"08ir/)'/ о'о fvл.*cl-

1~ kOJQ с~ bili !1efrt:"/:Yd!7Q и .х: • 11 f/ /'703t:> .q· se t:X::I'/'eo'tf/ 

f::t:>n.s-/q-1'7/Q -41 fqko o'q f1.11'?j'c'/'i=? : 
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(
hfx) zq xofд(h) 

h7(X) = 
А zq х ='1 

Jn.tQ'e ne,Pr~,tiQ'f7q v А ? 

Re-rџ/fQf, 1• ј'(о) = 1 i 2" 9' {о)=- 2 Ј З• Ne, J~r ,7'е 

Ji ј[. 
л (1-;-- 2 :f r1 UfJ""' 2 · 

(j}9.ђ/Spifqf/ f1cr!'l"rek/<tnosf ; kotN'rru?sql/ 9rq/t:f fџnkc~7e 1 

0 1<o/i17fSql7f!' SQ /ZI"Qif:Qif'1 

:f(::c) :;ос /im (х qrc -А] п.:с;. 
/? ........ 

'· 
Jгpzџf./qf. Fl.lnJ:.ctj't:t ;' 71! n•P,..ektCti'J'9 лq lf i 

IC:x:.;•-f:~: zq х~о, f(:X:.)•O llC1~•oif(::r:)•f~zqa:"o. 

239. 2. Ot:l~if/ J.:onsf•:и/v а fq,to qq YrtjeC1'nosf fџ'r7.J:clje / 1 
Фr• sc, тirf"Qz"~ .rr~; = f9 .:х: ~а~ а~ 1 osfclnl!!' ~I?Qr:Fnc, 
~ .:f: ...... ..z . 

2 

Rt:!:rv/fQf. Q.=-з. 

21,0. Ot;lreqt/f/ tnfervqf~ rui!!p~,.i:/ql170.r-l/ Z9 fv-?A:r:tj~J 

f(.:t:)- v.;:- [V%]· 

6 

21, /. /S'f'J'./qfl ne,P~;:r,.,osl fvn_tcije: 

а..; .f(x) = Stlfn (sti7 .:с); 
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RezulfQf. <Z) Ne):'rekiQ'nQ I7Q А= R\ { хе~: .:се kд;· ,t•q:t"- ··:Ј. 
Jl:lёtte :Је= k:i

1 
(): •o1 i: 11 ... ) .тv fqёke f'l"t!!l:~ /'"votj' req-9. 

Ь) ?retf'iq' f"'V09 r«R zq (lt;•,t(~•o, ~ 21 ···) 

242. f/QveC~'/fe rv-tm;~r Јсо7? c"ff Jl'OJ:q:q;f' Ф :rЬr av!JV l're/:tern/J, 

-fvnft:ciJCI ,..,oz• klt' .I"J((L"p~I:ICI'n9 fvп.kc.rjo. 

@ l$plf9f/ /1fl>j'r•k;f:;nOG"f fvn;tojil / 1 QQfe "9 
. , 

/ ( ::k:) "" 2 fo -.__.,.·'-::с..",-- • 
1-1:-2.:'-:Z: 

RJ'e-lt!:I'?J'e-. Df:lfq fџпА:с/~ ~ .;.l"leл/qrQQ 1 pq 7е ~r~l:-10'/?9 

of"!I:I'Je ~~~ 7с , · q1ftf'Лt;ql'f91 fj- 11•prtt~.kfi:tl'f(l 7;, Л9 EJC'~::R, { 1}. 

J'oli'fo 71!! .::C11t: 1 fot!'AQ "."ol"!i19Y9ЛJ9 ~ 4; ,.0 c:le,.,o t?/fqf/ 

о j:oftl"'' п: p~I:IO'v rqq,· " -!ој fоё!:/ (f f!' fu j'rekio'l79 1 Jl!!r 
niJfrl ~ti?i-69/?9 " .:х:. • "f 1 12 :х: • ,. i" ,.ьё'Љ:;r /7Qtyo.lf'?/ it:non7lt 

ocl Н.=). · 

/Ct-)= !IН, /(ЈС')• /lir! { 
1 Ј. f- 2 )•"1'2•2 'JI!>r 1-У• .:f: 

.= .... .,_ У-о.,. 1 .,.
2

,-t-YJ / · 1 "· 

/ x•1t-Y->[rx.,...1-r)<lfћ;>(y..:"..o,..Jj / 

poG"fo '}!' 1 ( 1-:Ј .,. (1 f) ( i о"" i:.t:,nQё/19)' fo &е r90/' о ~re,.C...t;.'џ 
pr•vcнl ~-

~ Ot1~rt' Ј"(о) fq,lo Ф~ fv11.«Yj~ )'• .:ЈСо/1.:ю "'"/''""'A:/1:1ff9 19 

.:с- о. 



:":. . :,: .... ~ 
,: ~'~(, 

,('ill!l'§t!!'nJif!.. Fv17,i:.o/7;;, .f 7i!J лepf"<!l~tCr/79 :r9 .rYqi:o се(!!Ј(/)\ [о Ј) 

/:(/о s/oz~ l''-'1'7/;c/79 л•;::r•kict-"l'h fvnk:i'i"· ~fti-'7 v .::с""' о 

fv11}:ciJq :f ft' prttk/o'I'IO ~ t?e мо%еР?О /'f'/trJifl!>nt':fi ,I~Юrt!'l'f'?v о 

nttprek/o't7osf!' ~ЬЕепе 1?-'л~r (/',е ~п",n...,.q vлџ/i' c:t 9C.x;J•:f 

ЛfJff o'tt//!7;691'70 џ 17Vb) 

t)q~ 1 171J'f!! " cc?i;'~/70 .. <:Q 'ft!' f Лlfi,Pf'f!!~l'!'(.'t ,· џ .::с • о !Х' ~re6q 
1•1"7•-?i'lђf!. rct•l"7ofrifr' ( nool'hoo'"q .rv .1'1'79/17о' .rf'fl'q'sryq. ~l'f'?qf,:.. 

ёl;w t:ti'JQ//z.e 1 /;.оо .:Fio sv /tir?-f!!o.s / Lopi/<1/o vo f'ГOYI'h). 

fl/!!d'џfi f'11 Ј 

..L 
/(о-)-. birJ j"r.:x:; • и:п ('f,.c..ap..-. /lit? (1-r :-;У- е · 

. {-1~>)/ЈС""'()- -о- ;,•-оо "' 1 

1 (о-)- .f (о-1-ј- е= ј'(о) 

/'9 7~ .1 l'!t!'J'I"("~;i::tl?t:~ ц ::с -о. 



7:5.2. Osoblne funkcђ'a neprekidnih па segmentu 
( ograni(enosf, najmanja i najveca vrijednost 

funkcije, uniformna nepr~kidnost, meduvrijedrюst) 

т~p/fqf/ 09N>n/ёt!';l70<5'fl o9'f'(i!!q'ff/ Gtf9!Y'!fl!'l7fe I7Q ;f:oJiir; qlo~f/ze> S'VOJV 

17Q/ftJQ17jV / пqiV'f!"dv Yl"iJf!.Q'nOsf1 <7Ь . .t9:zt:t,l/ ~ / V.z/~Q ..rye YNJP

clпos~/ ~~~.ra'v :f(c) / .f(fJ 1qtf'o ;~ ,Prektct/'19 (џ ):o7oi f<:xiki.P) 

.'Z'c:;,l//'7 of:Jh:l:zoli о'<? .Т /1'7Q 4<1/0'10 o'vrjf! tтt,~/E' "1nfervr:,/v ГqfJ. 

RJf!!set77i!". f• ~ fџhkt:tl9 fe' Л•f'l?kk'm 17С! GV9.kof77 оо' ~~-

r yq;f:;> 1'19 *o7ii-?CI 71!> <::lfr,tim8-CI17C! r/"101"'1 јЬ"/I'?џ,.Ь...,. '( ~ <:Yezliпi.Fl.l 

e/ert7. ~и'?kr::i7t! Ј. flt!!'C'Л-ftn1 ~ I"'!!iit?~"'" .zc:"*?"'-'c/iY' оЬ 7~?> .1' ~
k#пq / nq tт;/ЛоУ1:77. V1'1I7Y1 q"o_.t .пе /(f_p/h!"'I ne_pre.k;i:rr!'C'&-1 џ 

*:'""~N!-r;'s;l/~,.,.1'.,.., -li:tё;tq1779 ( .z: •с i ; i 'f). 
р . . 

( f (Ofo)'"" r Ф zf: т.( оЈ)~ :f птје /'Тt!jcre;t/i;fi"JQ zt::Y~/79 џ .:А:=с. 

:f(J -)а:/ 1/m (L)=2+.f(..1..)=-~ · 
(C<'):X:-f- ~ 2 8 1 

f (-Ј-;.)- lir;; /(:с)= /riт! (:):/:...f:.::c~r:'til::-s)=- ' 5 = ~(f)1 . .:х:- 2т- r~>;a::.-i"' . s 2 

Ј3О Jf" f' m!',Pr~A-ft:I17'J Z9'••179 џ .:r:•-f 1 Q )irek/O"n'J .rh)risoVt?, .1;'
.f 1• ,Pre~it:l/79 џ ~ :=.; . 

/(9-) -::..n:._ ~(.Z)=Ii'=.f(J,t)J Ј/ /Ј~ ,.,"';P;.t:>-t-~179 .$lfjtJVO 

(,./ ~- ~ (.zole$/?Q nel'f1Q .$"1"1/.r/q, ?er / mje dt!>f'/j-,/$т::nit:? ::rr:t.:J!>'f). 
: .... 
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f'renq -/Ct•"U!!/1 f ji!! nef're;t/<:ln9 n9 sюtfom oct tnfer vc/q : 

(о, Ј) 1 [ f 1 lt}; /79 п;i'floyCJ' цniJi' 7е f'N!I:JanQ "'х=: • 

2• N9 Q$/70YI./ f• .f F nef'rekti::r'n9 П'l .s~Jl:j/fi~/{t/;:.t -j,.lt] fJ'l fe 

179 17Jf!'1'7tt t' O'jl"91?1'ti'eп9. ;Vq infe,.vq/ц (ё1 ; ) 1 пtј~ CJ91"9r11c·en~ 
fq)::o 71!.- neprt!'kli::tl"/9 1 J~l' P:/q' $1!' .:х:! pN:OII:ioyq ht!Nio/:rt:~7i?o 

*" ntt // 1 с~ WY'тe-ctnosl f'Jп.kt:tje f'OSI9JI:!> net:XJ~n;~el?o 

Yc:U~ (r:te•пl· /t~f!!'s "' nv// f!t iJtN/Фrtt:lёcm). #есГЧ'/11"? 1 179 

syqJ:o/'7 84f91'7tMit~ sqt:r'r:i917Dr7 t1 (о, f Ј , f Jffl ""Jf'CI'л/ёenQ 
7er 7е nepl'ektCfnQ. Cq,t Jif "7'/"Qn/C~ / 1?9 .s.q,<o117 lnler\'91'1 

<>hJ/):'1 fr, -Ј:) ј ('f<:IJ'e 7е r>o), /7~r 7-е 091"91'11'c'"i!'n9 !tQ Q'orr;l!' 

sf/'t:lht!l џ (о, -f)!! / . 
.з• vee' 's-1"7o џ 2" rekl/ c:i9 'ft' ј' ntlf'rel:tt7179 179 .s-e'fl"'en """ 

[fJ 9] 1 !"' fv fvnP:)1::1 ФSflzt~t .n-t:!Ji.l 179J'r-7tм;v :· пr:~7ved~.; 
vr!Jif1r:tf10sr (odr~/f/ fe vriJ'f!'O'no.ff-i ). 

F<.~nkcџ;c, fqko<:f'e <::loof'fiz• ".УО1;.. n<~7'n9,.,1'1.t / t7r:tJ'vedv Ynjrч-'"""'J' 

ЛQ •Ј"'?.Ф1"'1 оо' ~f!!r,qfo::f' ~r#Qniђ v 8/:Vf'"' (c,f}1 (zr:t<'l"'lo/'). 

f • J>r11'7jit!li!'70 CIQ 7i!" 

. с• j'ro)- .fC1). 

fJo6?'<> 'ft" / l?t!!JOIЧ'I):!Ъ'/19 I?Q •91"lf!!'/'1JV [ 1, -f Ј, "' 0/7f1 r.,tZ/17JQ 

~ve V/'/7~nr;~~;fi /rtrJ~ оЬ17;1!' / 'f'01'17Jl!' l'l~ o-kttpt:~ rriJl!!cllro.rfi 

fvnkt:lp / nq f '1, f Ј. 
,Po§,lo ·,е- 119 ~,.,. ,.,1'7•nlv 

т= i11f f• illf f' [1; : J=lnf [oJ-f Ј'= о= /(1) =f(c) 

'i и= svpf [1, -f]= svf'[o,, ;;=: -1/Ј), 
-fo .1~ sf~rno 1 цz/1779 sve Yrl7eQ'17<>G'/'I r'zmeclџ :f(c) / .f ( fJ. 
s-• ~ t'!7l"ei'Vt:l/v ( "1 -f) fvnkc/7q l'ft/!1"79 niJ~t:tn• nv/t-1 ;er Ј'е 
fc.; <./Уђ(!,t 1 (:С) ~о. 



Hecfџl/1>7 17Q Se<:fi"NM/1./ [ i 1 f Ј fv!7 <:с/ЈЬ те 111!1f're/a'c:I/1Q 1 

,PQ ( f ( f Ј ""' - ~5 < е> i f {f) =. ;: :>о) povlqt3/ q'q- ,,oosfQJi' 

fqckQ с:Е'{-ј 1 {: Ј fq,('yq ot;. 7"t!:' fCc;-o. Or:ti""Qh n!' vtёr/o'q 

7е с: • 1. 8џi:ll./c/ о/? 7е .т (о; =о q-o/:'Qzo!/ .r1770 o'Q' / tirlo 

clvtj~ лџ/11: џ { 0 1 ~ ]. 
Hгr.::ll.tf/1'7 1 osfq_7f.. Qt? t:Тo#lif!'mo .:1:1/ лt~mo v1re n..,/q џ fo= 

~I"Jert?'ч. .Zqfo_ 'l"rCI'f(l/>70 vlvrQ'i/1' Ф ///МО 7м A>JI:l лvl<? 1./ 

[ ;, :}. No fol'1 SV~Jt:f1"1f!'лfc.t / Ј~ q'ofq .,.q /C:.cџ=:c{.r.t;~mr:-&1 
Q oVQi l'o)it?0/>7 l"'oi~ /fJ'Ictf/ ЛQJVI"#t!' fri nvk CCCI..C / " роЈ;<.! Ф1'1р/ео

I:.:Jnih 6ro7~rq). 

Po~fr:> 7е · .f ( .f.J >о / / ( f) <:О 1 lo 1 :zlн"'! l?trpr~~:,kl''q'rr"'"/ / 

1'19 Stf!'CJ/"'11!!!177''-' .( 'f 1 Ј}, morq ,POSIC1Ji:tf-/ 7о6 7i:cr/'R лџ/q v 

[' f 1 -/-.}. Tcrkodl!r ( f' r-f; о:: о ,· / (;)>е) l'oykoi' ("z!Je>'! t?fl,/"r~-
,kt'o'лo,-1/ f' I'1Q ~~/f'fм,"'-' [f, Ј Ј Ј ~ ,Po.6"ioJi • .,01 7iio'n9 1'1'-'19 v 

[ f, I }. Tq,{-0 Str?O • lfrC.r 1' /r., ,'S'Yf!!' мo,vd. лvleoo oql 7 i I"''Iit!'/010 

:zqkl/<tt::i'li q'q /' ~IIQrno tiпt:/ SQ/"10 dvi~ лv/<'!' nq .ie9/9'7f!'Л-Iv 

[ol ; Ј. 

24 7. lJo,(qz!fe' Ф Jecll'l9clпq 

12.%
4
- f~.% 2- 7.Ј;:х; f to$ =о 

/1"1Q #'IIQ l'l"i rf!J*qfлq koriJt:rrq ;' Q\:? 411!1. 7~1? #or!Jit!17 !7q/q:z/ "" 

ti7'/f!'rvq/v (о, 2). Oq'rf!'ql/11 fw nv/џ ;ml:llizno smr::mjv7vcl' rnfi!:,..
Vr:7/ ( 0 1 2) V koirl"l .f 1i-rq II'V/<1' (.".<1'.69 Q',.OrOK#'irr1C,CIJ9 !11.//fe' 

f'O/t.i-r,OI'"Q ) • 

24 8. /)oJ::qi/fe Q'i;> .r!O',J'/ ?Oirnoп п~мо'} .:rk,.н-179 11 .19 r#!9'1л/..., 
~011' f/t:iJf!-I'Jf/1'"10 /;..,~ /Jql' Jf:.q'Лt.( /'f19'//"f<l' /7V/Џ', . 

Vf""-l.rlvo. ifoi~ n!' Џfl'f!'l/ Q'Q 7i!t j:oeftiv7t!.-m1 а" uz ~:r-ler/7;· c"''tм 

f'()lt'r7onq 1 у~· orr лvlt>; Zo vrЉ ve/litt!' (;оо OfJ"olv.тlt?cj vrt>Q'лosf/) 

.:;:1 ./(;х:) o'S'e ,ьо,.,~ Љ:;.а лojs/9rlтi' e/Qn ап .:t:~ Љ 71!> :zo v.rla 



Ve"Q~ f'",;l/YJ7~.:CI f(:c).>C, q уr"Ь l"f!'~J;ff/n'99//vлf!! .;с 1 /СЈ:}<О, 

ri• ,olfoJ~ t:t,tJE'/?: j(ll)~O ,· /(6),.. t:?. "_, ~.: ·'ci\W, 

.....,.".~" .1r1 a."'ffo, (.Р..,.l:>:)•4".=",..4л-/з:. ~;!{~ •. :~·~Ђ'Ј4.). 

249.DoЬ1zik ~ ;«t"C?ёri?q 

.;, :х: - :z; 

tirtt:l Л'ttl•l'f;/!'ri'IC> 1'?1'!1:>9f:' ,.tc,.,J~.I"J'q С ~lп/1;). 

@ol:9:t:9fi ~ 7е fv17-«:iJ9 /(:Z:) 11ft/'rl'~io'l79 t.1 !'r<lll:жvolj-'no7· 
fqёk( :Ј:. С (о 1 r t:O Ј ,· џv/Ojt!'fi oq 61'07' <:<' P?Y/6-t" ОС?' <! ,"а:о Ј 1,: 

оЕ7 f "'7ff- Г"?Yf701"'1Jlifrno· ( u!'lt'forl"?лo Ј Jifo'i?'?~ Ј Лt!',ll'N!•k!d/79 t · lrl;,· 
sfYI?rrto ~$р' Ј poJ'?I"' ;~<1110/tlf' nepl't!',i'ti:;I'IO.riY~ q'Qnt!!'k/~ ~l"

fr.i;is-1:/ ohJ(:rl!ftr/ft: 

R;.i:!~o/i· ./)q h/ f"'17/!:l:'lj-c, :/ bh )"'qv,.,t:~п;l!!r<лt:~ ",..,...,,.. • ...ttcrl?.., nq rt•A:r:>1"7 

117~rvq!v z Ј trlt:?f"9 p.q sК?'.Ф е? о .f'oФ;t9// б',.о ~07~ nt!' Ov{irl 

o<l .:е 
1 

f::tkYo aQ 

(.:с; Жlf6 f ј J:z:'-x"/-<- 6')9(/f(.:c~-/(.1:J)f'<'e). 

}.lqpotr?ttt7tio!o о'с;о 41"10 v 7;,""1701"7 otitl pr•r60t:?'n;ђ ::r.Q'lf:7fo~ t:?Ьh

Zc;ol/ ~ Ji' .:1 h•pHA:td17:i' 170 (о,,..=) / dq ft d' =r:t:1Yt.iri6 о.:/ ~l:t> 

c:tt (о1 ,. t:O) c.r ~707' Jlif o'o~:z'/J.O.I"J'q Лt!',Dt'r'A:t't:f~ ( llq/m~1 z~:> Ј' 

strtO c.J:rt~// d'.el'f'li? {flc/ 1 ~~cl~j 1 1"!0'11/..1'1'1ol, ЛQI"QYI?01 lf'lt:II'?Jfit 6' 
v:zeof/)· 

N~t;..,, / Л!/'11! ,..,YI'101'7'fl!>rпo nrtpt'l!'l:~n91 Ji',. око vzl"7•"..o 

.:с'.-,;, .а:''=·":., tr'?'"''"> 1J1 ~~ 7t> /r(.:eJ-/(~)/·t 
rC,,.to 8f!' /.:с'-~"/ • " ( :,. :t) moi• vCii-tlf/ prcti&YoJiho l"'al?n ~ 
" .... .,..«!. 
!/џ4'f,.vt'*"o ,.lo "'/f"Of!C:"k: 

Иi:;l/'?o ~ 1 :>о, ,to;t:> ?~" tz<~<o'cmo ~ ,. о i1t1o ,. q'o"!'t:> "' v foc'"A:/ ~. ~"~?11 
. Vt:t-"a!o, о6..5/"о ' .!Z9 fo te /1:1 € џ f<!cif::1. Х/, T~k 6ro7. Ј'" kr>Ji' је /Z//ofлc 
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/1'/t::ll'!fi. ос' Ј t;"r:, rvo7S.fvo o'Q 

(/ х-х1 [< d'.,)'Ф-(Ijc:cJ-j(.x.,Jl<::~). 
Crf"'/Qc se поЕе- /q,..to vY!ttril/ w 
St!' till/ fe>!70f7~'7 poif9Y/j9 ;r:q 

SVQ~i broj 8>о. ZJq &-no1 17,1'1:1 

ClЖt!'fi' п;~.r;Ь В /Jroj S~ 1 of7Q'c, h/ 
on 6!0 // <:r'ohc,r 11 

• ..Cq,.ta ч х., ft:;t,to 

,. (./ .1(;! 1 ttf/1 " ,.,~~J'.Т«kl t!l:fl Кор 

;е izfl'1~ о 1 -~~ ?:!Vf9'A" fv/7ft:/Jt!! " ,. 
ј Ы. џkk:/o· 1f o~oYQrQfL-rlt!!fJ 

f(Xr)r€ -

.f(.:C'f) -

f"(x.,;-e 

/r.х.;т-е 
f(:Co) 

lr.x.;-E 

prt:~Vt:JV!p0'71'k9. lo :Z~· Ф "е I"'?OZE>/'I?O vze-:1/ Ј >о lcrkvo ~ 

0170 .hva'e:o /::7b6r,~"' v svc:,P,J' ~,t-/ O:f: С С1 1' оо). ~vl/1'71 8t'fџt:tc;j9 
~ ~v/1'7 eYI'V~jl:f ~ fl'f/'10 1.1~/i l'!(!'l,k/ <f'/1''?1'7~/7/_ fr-t,.f], o<f'<::peJr. 

0/7'1'9 .61 1' 1"'1oio9~ .hlf/ иmjlorl"''f'!O п•/'l"~l:tO'n9 179 fol'f! ~l"?fi'l7tV1 
" f""~ro· yqz/ 1~1'0'!7/9 : "qA-o 7е- ./ 17f!f;:>rt!"J:-ti:Y"q 1К1 а.~ .:с < «~ / 

,D<:>s'l'o7/' .:/~ :/(:?::) ~c:tq. 7/r /С:Ј:_) rovnol"'1;i!!'ri'Jt:~ ncrpr•I:IЬ'm~ "'"' 

fol'f'l t'r!-/f!'rYq /ч:. fo Ji!' 1:.. /'OVЛO"'ff>l"/70 l?t!",A"'•A?0'.-'79 1' /'1lq 8/"9;toft'J 

/nkrYoN f'ct, .,<СО) 'rj• ~ Q. =>'О. ~;("Vq Ј~ SI~Jф V (-оо 1 0) !' 

@[) Dokf;>zqf/ dQ sч в/;'/!'r:tt!>&:: ;џnР::~је romol"'1;erлo 17~}'rt!';fl'o'"e 
I7Q 17Qznt:~ё~пt'r? if'!fervr>//f919. 

:х:-1 
~ j'r:x:; = - .. - 1 1оо~ х~ 2оо 1• с' /(.:t:)•<l!"c/<f:c1 -c:o<:t<<::,.~ 

:ЈС .. '!-5· . '/ 

С) f(:X:) • ~ 1 ?O~;t;:<+ Ф. 

џl'џrGfYo • /I~N8r/l/ fvrt?'?,!l.t1 fcr",џ.Q~I?џ џ !'~"•lhct:lt?o1'7 

zq.:rt:fr~ 1 ,· c.Yir;e>,.,tcџ оЕ7 7ео ttY9kr:t пt!"preooA:t0'179 r"'""~;7c, 
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IZVODI 1 DIFERENCJJALI FuJJкc/J:J ·"· 
REAL NE PROMJENUIVE 

§ 2.1. lzracunavan}e. izvoda ро definiciji' 

252'/sjt!'ёicc, АВ роvџё~"q уе noz fqc,ke А (2Ј1),. 8 (2rtJЖ" ,,...tl;:t} 
pq!'Qho/1!1 у= Ј х2• Oa'rt!ll# )::Qt!l~illnr "'l'f'IJ"tlrq ~еёд:е АВ q,Ф. 7'е 
<Z.J4~•-fj h)A:r-~1i t::)~.r-~o1. 

~џ Jtf ft:r:ttiC1~ koll.lf:!Jllrrl- ,J',.",~-

rQ . f'71?'Jt!ll'1~ f"'Yvёtfl7t1 11 j.qё,,t-i А 
у 

!1Jifli•l'fJ~. . 
,К~,m ~ pni;q~f fvпj:c/ft . 

.:i.Y • .Ув - ~ 
• >' (ZrtJ:X:)- Y(Z) 

t z f 2 
-= + (ZrA:x:) -7ј · 2 · 

, х 

• '7ј: АХ (~'Г'.d.Х}1 . 

,v уе ~:oe~ti::tjt~лl .,.",;е"" .r;е.;ю;., t, '1'•:; •1+f 4:х:. 
Prtttl'f'IC1 (f) ~ ~oefi'cife1'1f ~I"Q .,ео;ое: 

a.}Zq 4:x:•t: f9t'-~26; h),zq4x:cq'f fsrf=t,o:zG; 

С) zr:t 4а:" с q 01 : /9 f~ ~ 0025. 

~flctje.I'Jf 6'1'f'f;ё'r9 fo~fe џ fq~/ А је 'JГ'Cfni~. ~~ri~~f !otift._ 

Cfjei'I'J'q •7'eN:; .с-;8-ёiё:е АВ ;Ct:xY fq~~ .81 ро l:191oi ;triYOJ;. te-~/ Р, 

fqc,.ti А Ј fi f9o<'=t.tirJ f91'. ;;;,.,~t'-li'11Jf9f(iJ::t:J•1· 
/ 8 -""' .х:,.-~А 4-Ж-о "* о~ /• • 253./. ,&ЬA:,zed/ oq' qte,Ч'hlcife izvoq'q ft.~nA=tye, 179Ct ;zvocl 

: fvr;o ;ta;je у • ~ ( ;1:9 &J/h ,l:o-;i · .:t::) • 
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Rjf!'Set?/e Ako .х:- sи dt::>'I"NN p,.,:.-usf .& х Ј cO'e:/Q' аЬ6iје'77о 

;йi"Yf"''${ Ау ' fi. 
.4у... г г :х:.,. .:3 х Ј -т r .:с Ј= r х с;. "'.:х: Ј 2 - :х:::: . 

.- :К: :::.,. . .:2X'.Jl:X:.,. .&::c:l- ,;;r:2.a (.::?Х "'АХ) A..:t:'. 

. CIO&r* t:;Yc.6ijfll"7o 
Ау . . . . 
-::: .:2X-I'A.::JCJ J.:t: . 

orl cf!'mџ ~- OPJCt5o-n::,. .srf!'O'njџ b.:rlпv Ј:ЈГО;.,.,~ле /Џпfcife 
' 4.х" /- / 

/'(Х) """.Х 2 џ .л::::rzлю..fц ( Х~ ..:t:' ;-А :х:>: 

.])"" :~/ /7t:18// I~Yoq' у'~~~ f"џ~~rJe _~~м mx:fi ... qro~I'C/'7(./ 
YrtTeo'I'J'(;)$~ . .fo/f'C/7/fq ..,~ Ј +ccl .:Јх- о,.,ЕЈ. . 

· y'=lim .Ау .. (.;/11 (.:2.х•.&.::ЈС.)-.:2.х, 
~ ,.S.:C AZ-<1 

. у' .. .:2.::С. 

( tt'a:;l tra.i~hf<t о~ ,_9I0/'7.it5~ YN"it'!'o'J'"f(J.$CI" .S/171f?frr;?"770 Qf:;, ff!' 

lll'!'llc/i?q .:r k0/"М/ql7fc, ct/ .r' .zr:wt$1 ос1 .х-q). 
1.0 V.:r-?Тimo .:r • Э , !Qqq је Yr~j'ec'-'7011' /zroctq 

У' (.з) • 6'. 2Johii'IJ'nl Сгој 6' ~lЬr9Ь' .Ьr.zi/7џ pro""'ii!!-~Pџ

trA-clje Г r .х:) • х~ ( v Ot:ll7osџ '710' ~~џ/'11(1!Лt') .zt::l' .х -.з. 
2~ (..{r,.,.,,irю сЬ fr х • э t' л~пю _у' I'Э), (p~to frrrW"t-

ojq): 
.LJy•f"'(.З"'.:JX)-r(.З)- (Э,.А.:::Х:)2-S• (6'с;-4Х)4.:К:/ 

/
·.Ј'(Э)•!iЛ"Ј .:ty = {//11 (6';ia.:x:).-G. 

4Х'•о 4·Х A.:r-o . 

2 S З. 2 ~ A:J/c.:z-~de · ~ Q{:!>!'lm·c7e i::z.l/~ .-..&-џ-'7- f.c~"?e ~~· ,:z • 
Уос/ ;:-(//7.fc/jt!' -у ... ·:Ј.:х-з.,.s .::c:z -7.х- 4. 

~eh"jt!'. 4.-fo · ..:t'- .sџ ~то _ _rr-/rQI/i'A:,j 4 .х-) lc;rcrq с1::161'?'~,..",о 
prlrr::;џ'C .:::Ју, q: . 

-".У ;а 2( ::C."..IJ:c):io~-S (д:oc;..d.:l:") -'- .,./4:'+A.:c)-ч-t'..::;o~4,..s..x~-
-

7 .::t:" -.;,.t )_.:. 6.z~::r.,r.Q~4:zi1.".2.:J::c3 .,r. 10:Z:.:J:c~S.:J::c2-7дx. 
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0*'~-,. Ф~?='""~ S'Q' А=; oi:l.t"jilr.-o 

A.l.= (i.:z::a.,.. оХ ...1~ .,..?AX:1+?'0.XJ'-54.:Z::- "Ј. 
.ј .Х 

Ау . 
Gro-17icnt:r . yr~l'7~f' .tfo;/f:!'/7J·:ft::? Ах ;fQ'Q" ..d,З:~ -о ff: 

/ti-?7 ~ ... /1117 {б.:x:f1+/5'.%'.AX+2A~~.,.,O.:r .. 54.:X:-'7) 
A.:t'-o А .:Х: .4.:11:'-"'0 

= G.:x::;.,. "'ОХ-7 

ft!:' r'zt->Ot:f :clc /t!t Tџп-Acifr (У ~ 6 :х: :2 ... tO.X • ~ . 

2 5 t: Ј.'* .~,(q $1!> ke'AQ lf~ rx> .p""C'YOJI' .S'Q' .:zq..fci'IOI'J"t ,оц:>\? 
s- зt.!l- ::1c~+t, ~ /",. Ј р~/7,.· _...оЏ/ 7rt/1"17" џ Ctll'l"l"z'r'n7t!'/rt.~ 
Џ Л?О~п/џ tf 1 q- с/~ ;-"./,.;~"..,",. ~.-:ю џ ~kџ~c-mc;;. 

1~ Nc-6' sr~o/џ ..!.u·li/7t.l rtC' /"QZ~??<?;fџ 

< ,, 'f:2 )' / !ZQ' ft• ;f; f:J ·= /; 1'./ 
. .:z.• Nc-~· 6r:zlrл./. _promjt!-174' Cl'c/~ ,ZV'?,fc~J't!' .:zr::1' f.::: 1. 

.R~§t!'~.t." ..d.s • .!1 {f"'"-t)3-:z (I+A'):;.,.t- (at 8-:2( 21"t) . 
= .?Jf.~'I'Sil ~А~.,. 9t А ~::1-;.ЗАt.-3- :;u::l- ~С' А t! -.:;)At2 ,.-t- .:1l.!l "'.::lf ::1- ~-= 

"" !!f::1At.,.. .9f Af ::1-r_з Alll-+f! Ar -.:24,!~ 

~ "' .!!{ tl + .91 А С + З А с:; - 41 - 2 д t. 
At . 

Sfc-Yti;?o с # ( ( f 1 • 1 ,. d с z:: о, f ( f:; .... 1', :Ј Ј t:Yo6/if C'~"'lO 

:; • !! ... 5•0,1.,....!1· 01 f::z-4'-:2·0,f.::t5+'/·0,; .. Э ·O,t::l.t~t: 
= 51"C'lf{7"'0/.З)-= 5.,..0,1• 7-!J ... S',?iJ. 

Alro sq ,Кs-r. 0~17оё?пrо s~7џ 6r.zrnџ .-fr",.~~ (/4-r•~~/), 
fct::IQ jt!:' j/S'/" -= 5, 7:3 су~. . . 

2 '!' lt'ako /<!" .s 
1
( t')-= .91 :2-~~ ( ,oo.,_c't:>/'f'/7t't:''JI-' "..z.ю~ 

:zq r ""' -t /..",., 0'-"170 . . 

s'(t)=S. 

z,.,t::?ёi CГ.Z'ir10 _Prol'l7j~,.,f!!' Q'cr~ Tt.~l?..f<:"~ .za c•,f т'е SCI17W. 



е 
o}I t (х:)= V .::c,.q и !f:n:!At' х ~ -q) ;с--
-?} 7 (.:х: ј "" (.х-V ( ..z -~) ~ ( ~ -з) а .:о>а о17.е rr r'fee:;r'/7os-l't' ..х .zq _.., 

foje Ј'~ /'(~ј- о; . / 
С) F (Х:) "" ..::t' :Ј S'/'7 (.:Ј; -2) .ZQ ~ -= .2 Ј,,-

r:;"'ћ 1' ( ~) = ..:t' ,.. (Х- 1') <:l'rt:'SI'? ~ .:t" Ј .zQ' ..Х"" -f. fr· 
\!;;..f./ ' - - - х +1 -
~) f' (Х): {.:X::-t) (.з:--.2), .'. (.:Х:-/7} Ј (/7GN)Zt;r .XG{ f,:J, "'Ј 1'7). 

;f'ј-ейпј~: 
Ј • 

q_}.kcA:o ~~ 1 • 

IJ f' (.::r: Ј - !"' (::r: 1'-4Х)- f" {.х) 
.d.::c - ~х 

:------~==А=Х===-~==~~ 
~х (V:IC' ... C""4.::r: ... ...;::r: ... cr) 

1-о ј-~ ~о cr'~/''//7/c-7/' l.zюdq . 

1..r-' {х)-= ! 1i?? 4-~"(Х) = 1 (.:Jt:.> -q) . 
.а ::r:-o д х .2 V.:r.".. а .. 

и locA-1 х •- q Л70Zt!!' ci'7 ~~Сј'..;/ -S'O'Л7d d<iN'п/ izrocl' 
(,.o~lo /'G!'/'?kc-/7q m;fe> Q'e//'/'f';~1'q, .щ- .х< .._q). 
,Ро Ф,.r>i'?./<::y·i' jt'!' ift'!'.sqi · /'.:mxl' 'и ,lqcA-t' х~-.;о;.· 

r; (-с)= ј/177 Ar{-a) :/;Л? lf:iX-o 
~ ::r: -о+ 4 ::с ..a.:r-o+ А ::х:: 

6) Ро$/о 1~ Т' (:с)= О<.-> .х- t r х •.2 у .х•З; 

ro ;е, ,РС c-:'tf!'",C;';?/Cijt' !:Zn:)aQ' 

f' 1 
( 1) = //лт ,... (Х) -С {1) = //r'17 

х-1 Х-1 х.,.." 

(:x-t) с~-2):;(..з::-!Ј)3-о. 
:х:- 4 
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/''(:1):: /tn,. r'(~)-/"{~) = /1177 
::х::-2 :r-:::J ::::с-:2 

с) Рс t;NJ./J/7ic-tjl l.zпxlq fr 
I"''(:::J).:::: /;Л? r'(.:z:i-.1"(:71 .::/.1Н? .:х:2 "''"7 (.х-.::~)-о. 

•. 
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:r • ::z ::r - :2 .:х: ...,.::1 . х- :2 

f". (.::r)- I"C1) 
Х-1 

.x-r (.::>e--f)·crc;i:,Z ~- (-!..:о) 
: .Х-1 

= (:r-1) (7;-crt::'slпV~ 
:к:- '1 

f:" ; ( ") ::: /; "'7 (? '~" Q'n.:'S'//7 • /7").:: i .,. crc st'r,. 1 
х-1 . \f:i:;f. . Vi" 

=1"' tт. 

r.l) kcrlo;• Г (.x).=.f ( .:r-~) 
1:•1 

(~; /<lf'AI.} 1"' 1 (~) :./1'/11'1. Г(..':11:')-.;r'<'"'} 
::Jf:-1 .::r:- 1 Ј 

(x-"t Ј Ј 

/// 

~ 1 
(i)= (/-'1) {1'-:::Ј) ••• ['/- (/-1 ЈЈ />"- (1'>'2)_} ••• (i-п Ј 

1 
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/l•l • ) . 1 
- (-1) . (t-f 1 (1?-l) .. 

.Za тџлАсјц /'(.х-) kotcr 1/rft:r t:.Znxr џ Л:;rё~/.:rа, 
qaj~ . 
(/nf . п L Г (Х о -~';) - 1' ( Х0 Ј}= 1'' (.Х о) (t) 

п_.. <:с 

so;~ t~ 17~/V· • . • . . • 

. ?oJc.zcfl ((4 ·Qc~r/70 ле ~4 7· t:?Ac .r~os/c/t gr.crл/cm:; 
1"~"1~<7'170S'I (~)Ј *' jol 17411 ~~ dq тцrт-fctj'l /m_Q' /;;,.l'oc' 

џ lae.fi х~. Rс;ц:пюk/ пq pr. .zJ/ril7lt!>on./ Fцп.-fсi?и )· 

.Rjeseпj~. АФ ;:'osloji t:ZIOq/ Т 1 (.:i:o) f"цпА:сiје r (х)(./ 
fqr5,f/ ...Х:•Хј;. ~ kqlq jlll ,РС eFt!!.fi/7ic7/ /.:ZY~ 

l'(xo)=li"., l'(xo+kj-/fxc) Ј 
lt•C 

,::rq}o ;~_. pr~.mq (?'er/lr?lctji ,9Гt;l7t'ёn~ yrt'jt~t:l'nt::Uft~ .zq ;:::rt:MZJ/C/j0'/7 nlz 

1t1Jh2 J ... Ј/711 ~ ... /e?ktlr Qtr jt!l' {Улен)л,.,.,м> i /IЛf h17 •О(Х-1-/Је Е Ј:· · n~ n ~ 
f '(Xo)•/im 1 (Jtc rh") -1' (Хо) (.2) 

п-со ђоi7 

А kc S'i! ц { :2 Ј Z'!Л7ij~17/ "'л ., ; О"о6ј~ "$$g { t) 1 slo jt." ј 
tn!!'hq lo t:Тo,C.q.zqh: 

· ZJq ;:юiо:Z~лю Q"q nt!! re;rz/ o.6rah7o .- r::Yor<?jr/ю ;*' .?CJeU"h' .fo/?

tn:,priЛ7frv'j :J//1•/1/fc'IOf'r? rv_nкc!Jq: 

f' (х} • 1) .:ceq 

=q :х:;~ 
~~ ~,f/q'пq џ .s-YO'..t<j' /Ot:,f/. J)q' Л, jю~kmo t:ТoYoljno ј~ 
po,fazq-fl o'q- т (.:с) /1l!!'Л1Q' .!1/"V:::'17~t!.t?'( rr/jtlo'пos/ (У..:::с0 е~). 
zq-/efq- · Ji/11:/'(«::./:::: 1· Z9 «:eq &-... 1 

= о, zq .:с tt Gl 

?сЈ!о jt~ .l>iriiJI~oJ't:r /џп;t.с7q "orekt'o".t?q v svcrkoj /q&ft~ 
· fo пemQ' J.zycq' .171 џ jt!!l'cl'noj ~~: 

S с/'~ .sfr0/71.!1' ,5'Гt:>"171'ёi7Q' Yrtj~/ (_,) tpqtf j='CS/oj/. 
,Pof'/o /1!' . 
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fos~~i: 
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{ 

:с 2 Ј crA-o. te .:х: rcct'0-7CI'/70 

/(.:r:)• .,, 

о} atfo /" .:х: t'rt?cioi7Q'//7o 

/.177t:т ;-zPcd ..sr::rЛ'10 џ /i:;o-6f/ .х"" о. . 

А"~~/!". Љ~с!t!'Л70 Q"c r<=" rv/7kC'~?'f ~~:СТ/7_'7 џ .sYt:;t.fo,f 
.lcd:N .:х: :.,to.}. A-QQ"' ..:c....q, /o:.fo С"с i't!' ..:r ~/i::>-'7c/-?o, s.?~· 

r ~"'""' ~r;.."."l:.'// ~.k .rџђ,.f~tl!" / ~п'?/о~ //m~!"S''!) 
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17/:ZQ' /rt:n::o/o.J*7Q'/п/7 · Pr~Jee:?~,ly) 

;;,." ./ r .х Ј =- 1//'11 о- о. 
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.t:Jo.F,./o nl!" ~.""о_,.:; ort:т/'7/C17t:1' 1'"*/f*l!"t:l'/7081" /_..,.,., .f (.з::) (f'=.:;r 2 i' О,~ ђ: 
..Ј /. x-q . 

t(ko t~ t:rJ'o) .r.c /1!" c"q-,.t;r rџrJ; . .tc/ft:t ,Prtt'kt:(hq џ srq;t:t::;j Љ-
~k/ ~-#о • 

. ~re,.l.t:JOs:~rЩ Q"q /џ/7-kC'tjq .f (:х:} /Л?q ":Zn:xt' џ -7/!"..fC:i h:>-c-f/ 
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* 256. 7. ;Y'qc'/' I:ZYOq ј'џлtfС'Ј~ / (Хј • t!!:J:t: • 

.Rj<UI!'~e: /r .х)-= (е~ =:.У .. :2 е 2 ::,('" 

1 . 
Efc.::r}~q.:r Ј • f qf' (.:r) ". f'' c:r)J·e .Р:, 

.f"' .:Zt:?_F/.111 /70'6' /.ZYOcY. ,&'џл~с/ј!! 

у.- (:2x~-sx ".1) ,.зr. 

RJI!'sl!!'nf"": Р о p.l"v::m'/џ .zq ф'/t!!"l"l!'.I"?C'i'.I"Q"'/' _P/0/::Zn::tcQ- /itntl:cj9 
~ f./ ех) t!!'I!IPC _Ј:../ (.:r_) (t!!'•c) '+f~ (.:c.)tt q::a: • q/ r.x) t!!'f:l'.x~" 
r.f"C"..:x:.) f!lq::c::: fqf (х) '~'Ј 1 (.х}_}·. eq.:r, 

s .. f. q. (./'ft> .ft!! !'/'f!!',f~Q'/o Q'Ь..fq.;rq;lт) . 
.5'QII::I '(!!! . 

7. . . ") 1 7 t!!'::t;. 
.У'• ft · .( .7.:С :2- Sx ".1) ". (:2::r 2

- S:JC ~ 'i _/ · 
= ( ~ :r !.l_.:x:: -~т Ј~ :r::. 

,-f2jt!!.knft:'- ' OY~l!t Ј _r:юNtН::I пq-r.lh A-o.l"~i? .- f~q QQ- p-й'tjl!!'/7~'/?lo 
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. (:X:COS.::C-$117::X:) :2 . 

... -



= .:х: cos :с (х cos.:c-sii7 ~) - (:z.s/.17-xr cos.::t::) f::c .s//7 :с) 
(х cos х - .s/n.з:;:) ~ 
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~'• · ~cr~o t• · 
х (Гfl)f •t!l '~fl.Jc .о:оО> ( ~ tпх) '•t!' t11 ~.Је •• 2 ,":к:. ~ 

l.zVq.zi 

26~· /~1"'/ft:r~/ /ZJI'Ot;f"' r<l''7~c?9 

а) _У•-" v{;; ; 6) ,)'-.; .\': а~ ) v ,-... v-~.2 
. "'" .,(,3 . с) Ј• (х-о-7) (x-q3) •• ·• ... ('t -qл).,(,17 

tf) )'•. (:е r ~)? 

~~HtrГij': 
a)~~t!!' ~~ 

-
1'7)'=/п/.к;т; /t7(1""~--J l/7 { t-r.t) (*x'i'/) 
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6) Scxit:t jt!! 

/r;y • :2 (,.,х- !" ( t-~) т ; /'7 .З -,~е 
... v-. . (в,-.1' 

. i ј 1 1 (--·1_ -_Е_) 
=>L =-т--+ Т в-"' з.,.х у х f-)( 

_ sC:z(t-x)(9-.tr2)rк{!J-.1( 2)J-x(f-.x) rs-x] 
- . ЭХ( 1- Х) (S .. X2} . 

_ SJr-зoxт.lf.x~r~3 • 

-. ЭХ{f-Х) (s-x.2) 

·.;:....Ј, .. 

('' 
.;.! 

... 

§ 2.4. NEKE . OSOBINE IZVODNE FUNKC/JE, LIJEVI 1 DESNI 
IZVOD- RAZNI ZADACI 

268. Ne.fc је 

;: ( ..r)• /' (.9 (хЈ) • 
Осре~· i'.ZI"oqt' rџn.ft:/j!!!! F ( ~) џ /t:;t-ck/ .r.-o" с;-;Е-о .J'tl: 



?'(Х}= )(~, ,7 (х)- /.><ј ј D) 1'" (Х)• IXI,:l(x)=~~j 

с) r(X)=.2x+j.Xj 1 !Ј(Х).;;:: Х-; j.t /. 

Ri'Nt:!jt:!· "q) (./ 0,1"'01'11 :S/V'.~Qjq ·пt:! YQ.f/ f'crmџ/c:;> о 1.-zl'cd/ 

s/o:Et117t:! тџп,.l-с7t:! · 

·_.с-~ ех)= г; · .9'х ) ( :2) 

;:>о$1-с r~.н,tfC'·'jQ 9 {-")• ;х; rмУ1и:, t:zrocТ ц /r?c.ci .х• о. 
То jt» /7~ .z/1~/ t;Yq- ;:'џп~с;/<:r r ('k) ~ l.:zvoq :zt:1 ~·о. 

==>Р (х)• т (9 {·9) • ;х;2 •~fa (Yxel(>) 

h) џ опм?_···s/Џё~јџ лf/11' ~ qrq ~ ~r~mj~"'N· ;l'c.rmџ/c:;>(::1} 
,POI/o /"џnJcjq т (-t)• lo/ I"NNI"f7<? /.znxl v fix!,i-/ Jt•.5' (с)•О. 
То !d п• .. ,.,q&· oQ"O' /Vn~c7q r (.t} nt:!'Л?q ~::x.n:"::f 1./ lt:rt!A.i 
~ •ОЈ ~_k r r('~.)-/"(,gC-'f))- /.xJ-xr:~ r~~e.e) 

=:>r~ (Х)•2~ =>_.,ј. (ој-о. 

f!_ Џ DЮ/7'1 $/џ~Q'~l/ l"n•h' rџл,ес7,q ,9 (.Је).= ј Х- ; / X/111'/q 

/::zyoq" Ц fq6.J-/ .Х • 0 1 п/,1/ тџп,/:с/јq f { ~:)"" 2~ r /.Х/ /I'J?q l;r:;fXj 

џ lo-i!Ji x=z.9(o)- о._ :J>q l/lo Z17qt!/ c:;Yc:r ,Гџ,.,~С//9 ;:'(х) 

/'!f!I'I'1X!' /.:m::кl' ц ~~/ х • о 7 

~!Ь jt' 

. ~Х, Х<О 
=>!Ј (х)= 

јх, х~о 
(а) 



=> 1"(~)- (,
~ ) х< о 

эх " х~ о . 
{~). 

.]}ql/tt~,~ qb ;&'џl'?..tcijq Г (хј. ~n,q /.zi'Cq' џ lcd'Ь' .)( = ,у{х0) i 
f"џпtfcljt:f Ј! ( .k) n#!P77cr /.zvt:X;I џ ~ck' x-...r0 1 .fo јо.! ~ P.~;t-;· 

4q rvl?~t:-1)9 F(.f}• Г' {g {..t)} -rт.-n?t1' l.znx;/ џ /ос~/ А'•Х0 , 

у.-с( S't::;l'/?'?0 q"Q ~ ~ Л?с.#• ,P/'"/m,f•n~· rС/'"Л7џ/q {.2), 
.S//ёпо rdr.Zi i .zq r:v•.:Y'hci?/?<? qY~Aq- ..r/4"ё~t? q) 1 ~.}. 

2 б 9. Oql'n!Jф' l.zпх:Т Г'vпk~ 

с/-···· . 
(

Х2 S/'7..1 Ј Xrf'O (= )(. . 
о Ј·х.::::о. 

(1} 

~q,h'л? /~/i't::;rj r?<!'jP/'".k/f.f;"nOS'/1 t:;Yc.6jcf!'.l'fcf!' rџђ,ict~· 
~/Hcf!'"'/4*· /.:z/o.z/J )='~9' /::иЈ?r///Л?q .:zq ф'rir/'V!Pnc://"Q'n_te. 

ј'' • ::lxs/1?:- ccsf '(: _.r"t о. 

l.:zroc( џ /qc,i/ ...r-о ;te 

.y l /.о')=/./--- .у (..t) -У (о) /. , 1 l ' ,., ------.= '/Л/ .ri Jll/7-
,f-)'Q . х- Q х .. 0 г. 
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(Ј} 

·•. 

l'r!Ctf/1 с///"' lj. /'џп~сјt; /mq l.:zYoq' и SYC'~oj 

/t'л? .. :>' 1 (х).:::- 1 ;4 /l'n/ )'/ ( .'1(). f,~ 
х-..о. .х-о 

~,;о t;:"'Q је /'џ/7;{.-сјq 

.)'
1 (к) ,Pre-J:klnl:l' џ ,1.:;-t!A/ Х= о ( jer n~ /)os/oj/ 

/tЛ, . .)') (х_)). 
х-с 

.f'remq- fome је rџ/J,I:C~Q' .)'' {Х) t:;"er/17/SC'/79 .zq SYCJ:CI ..t 1 

cr-a· ;е ~eJ:t&;o/q .zq .r-o. 

~-"'<>,.;,је yrl~лorli ~-;7-q.oC ,ruљfcljq 

! Xc(,SI17J Ј -'t .,&0 
f" (Х)= 

о .Ј )Са:: о 

t:?) 17t!'.f'/Y!!'ti-lq//?q џ kёti-/ ~ .. о; 
h) ;,."q l.zyoq џ ft:x!'J:/ х= Oi 

с) ll'f7t? 17"7'""',-f/q'q.IJ l:zrot?' џ 1-Q-ёА; ..r •о ? 

R jt!tse11ie: 
L-· Q) A'"oko f~ (/.si,-,} ј~ 1 =.>) 

о~ 1 ~ ..t s;,-, / //§ ;.х/«. 
iz {1 )..;;,> 

lt/77 f' (.х)= О Ј .:ZQ etG >О 
х-о · 1 

(1) 
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fj- l'џi?A-cjq /t!! ,rrt:!"A-/Q"пq џ lсё~,· ~.:::о :«; .t ;f; О ".дo..ik 

1'7tlcr · лt!' _pc,so;f,i/ hi17 r (.х). 
)(~ 

Ь) .Кo/i~l'!tit pr/rq.s}q rvl7;fC!jt!! 1 t:7;;5'V.117t!!'l?/q 

џ ,ly:;C~/ )("'о ~ 

4 r (о)= ~(х)-Г (о} =х"' -18 ;17 1. 1 

АХ х- о х 

ft!' ,P/"'!!tЛ?ct {-f} pO$/r::>il /lm .t4?(o) Ј ~·· 
/ .4.1<".,.0 <11Х 

:ћ::ё~i "'-о~ q~o it!' . 
. .C-t'>O,; :"'j·~>t'. 

1/1 

f" Ј ( 0) • 0.) .ZQ' ct > 'f. 

с) ?о ,PrQ'r//tmq .zq Ф'rt!!re/'7,cl"r-qo/e .fi!!! 

(3) 

) c(,-t' 1 .,(,-::2 1 
Т1 

( .f =~ ..f Str} :i' -lr СО$~ Ј {-f1':o) (~) 

/i1'17 r 1 (Jr)• о. т' (о)<~> ct >:2. 
Х•о · 

277. '?'t:Тr•tl/11 /~1!!!1'/ .(' ('~) 1 q"C!",son/ /zrot:f ;;_' {4) /"џl?лl~ 
r) I"(X)•/Jr/ џ /~ё/:/ _,._0} , 

ofi",rx Ј - .{"к .7 s1i? 7Тх t1 ft:?CЬ' ... -1? ( 17 c.t<:> мј )Ј 
..,<?о/1!!! /• L )(Ј.., ho/Y<'!"I"/ C'/Q 6~ < х; . 

с) r {х) -= х .( .\' ,.. о) Ј f' (о)·= о 
/r<!' 1/:r 



'\) { . . 

& 
' 

f"' (Х).- /IЛ? r (.Х~.Ах)-r(.К) ј 
- .:~.х-о_ ..:1 х · 

1 
Т:т (х)·l~т r (Х+ АХ) -f' (х) 

.::1 %" Ј 4 х -о..,. 

.Ar'(o) = Г'{оrА.Х)-!"(о) = /4..r/ 

г; (о) .;:s /im 
Ах-о+ 

r..:. с о) .=s ;,'т /А з:: 1 -= рт 
.4 Х•О- .d ~ А~•О-

Ј'· /'џп}сtјај.хј пtf>Л?<? l:zn:xt џ /оёk' ::с~с~ ;:ю.ilo tr /Ј (o)z 

""/ ;4 /!. (ој •-'/ . 

.6) .Zc .:JXG'(-1)0) te L/'?.,.A.XJ=/7-/ lr ;r }r:;,qq /(n,..d.ж)= 
= ( n-f) ..rln 77 (п.,. a.:r). 

lt"c..fo Је. /'(?)•О (<=..ri/Jn//=0) 



·->./_Ј ( 17) =///17 
.:~z-o_ 

. ~;/fh. 
.d.:JC•CI_. 

Г (/'I+A.::C)- /(л) 
,аХ 

(/'1-f)..r/n 77/77rд.::r::) 
AZ 

= /11'?7 (- f) 11 { /'7 - f) .i'/1'7 ii..a.::c 
.а :;с-о- А ::с 

= (-t)"' (n-t)//-: 

2_q .a.xe(OJf) ~~f-?-rA.:z:J,;,/7 / f(/1".AX)•n .SitJJi (nrA~ 
1е ==;. т:. ( 11 Ј = //.1"/'f ;: r п .,.4.:х}- r fл Ј . 

AX-Cit А .:::t: 

= /il'l? ns/7 7Т ('1r4:x2 :: (-t) "11 ЈТ. 
A.::t'-0+ А.::с 

J)q~le-" /"џ17tfcjq .C.:z::J ..l'//7 77.::с nt!!'Л'f<'l /.zrecr m':(i!'ql/"fo/ ~ео
lo6roj~ n".c:r,c..~ _р~Љ S4/ џ c;ft!>/oЬry17//'f7 ~ё,<qmq 11ffl· 
1 t:Y~s/71 J.zro;;Y rq.r/fcli"/: . 

с) 1'.:. (o)-l/1'11 r(.:r)-f"(ol:: /im 
.::с ... о_ .х :ЈС-О-

= ::f 
1r/im~ ~ 
ZФО-

t . х 

(<"= hл,~ =О ј 
.::t'--c_ 

f. (.:х:}-r (о} = hm 1 
---::о. 

t+~·f/x х .:t'•O.+ 

Ро.iЛ, jtt г:_ (o):=f ;1: 1'; (о)= 0:~ /.zyo:;l /"roJ 

~оs;Ь;/: 
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4f(o} == 1' (o+.:x:)-r (о) 

pcr ;~: 
/:. (О} :::о/ ; т_: (О)=- 1 

_pof/o t~ 

27 2 ·v'~o.fQ:Zqh· c:Yq A/"IY.c? 

cr) )'= v:;- /l'f7Cf /С?пgе"'/џ v Srq~oj lt:X!A-1; 

I?~Л'!q /cm9t1'пk v МА! .:z:., 1. 

RttМttиje: с Ј k~.fo jlf . У""' :х: f 
-.!. 

= > .)' '=_!_ ::с .1 = --=--1= 
з зw 

( ll.x ,ао); 

х== О => у .. (о) = 1/117 :У ( ~) __ //1?7 -~1= 
'Ј~=rФ. 

,х ... о ..): .::t:-0 t- .... -
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~r- ~ . ..Ј 
Prt!!Yl"/q fome /џi7A-cYjQ ,у• V.%' /mQ fonQCt:/1'7 ;.zroч џ· 

srQ:.foj /qd.fi ::,.;ео,. 1// be-.s:.fono~Q'7 i.zrqct (.:.:~о)~ :-7: 
· gro- ,r,il: fe ,fl'Џ,r; т-!:1је /mq .. .rqqgeлA.t џ .Src;A-o! /qc:~~. 

( (./ j_c~.fi .r~o ,У:= -f. оо .Ј. lf . ..friп:; џ loj IC!ёAi 1n,a rer

f~>fc/nџ lсп.9е/7"(.). 

.. ћпf:/1!' 1 ne- poskji izrot:/ џ rc;и5Ai :::r:•OJ k ~ri';q џ "'ој 
I~A-/ петст Т'717_9<'!'.17FЧ', · 
t::} 2Јс;- Ь/ ,..f/"/;;q /mQ'/q ,..lq/7,91'!!'/?N џ k;,c/f/ ::с= '1.Ј morq 

bi/t' п~еА-10'179 .zcr ·':C•f. -t"cr.tfo је: /' (-? }• f""1""~; 
r (1'-) -/~т Ј! (::с):///71 (::cY.t)-2 ј .у (:t.",.)•i/'n7 y(:::r:).-;/;,." ( 

.r--t- .::c-t- ~--!'.,. ' .х.,'~т 

(3-q:::r: 2)~:~З-q /о 1z џ..r/orQ l?~.rt!'A:/t:1'nOS',I/ v kё~/ 

:.с- f) .$"~/~'. 

r<1'J.-=rr1'-)•/?1")"';;.> 2-=~·э-cr*('~>Q•"J'., 7: /џl"l.A-.:-<.i.:; 7' 
17?rt!'tfl't:t'I"'JQ' џ ~qc!'.-f/ .:r •1 ~1770 qtto ;ео t:;-•/. 
Z.::, t:?•f: 

. .... 
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:/ (.::с) - f (f) ;;; //m --'{~з::::___-_.::с_2_)_-_2_ = _ ::г 
.r -1 .:х-1+ :х-1 

,у.:. {7) = l!m ;: {.:r:)-f (7) = IIЛ? (.il'+;t)-:2 = 1. 
Х•/- .:r-7 .::с-1- Х-Ј' 

?o.Sfo jr у~ {-!) ;rt ,У 1 {'1),; lo A-rlyq )'•.)' {.::c)_,."mq ~1?

!!!•пf ц џ J'qcA-1 .::с.'/. 

2 73. .i:n:,A-ct.zqr/ cter jl!' .. 

q) /.zyoql р~rпе Tt.tntfc/je ( q)-o ;РО:$1сј;) l?tyoQ'.rm~ 

;:'џnla:I_!'Q ј q i:zyoq' 174pctrnt!! fџпkctft!! ,P~rnq fџnkcljct,j 

.6) 1 .zyoq /'-t!!'rioфt:!~ /џлА-сlј4> ~.r./octl'cf'l?q /џ17.); -

c1/q /..rlog pertc:n:;l'c,. 

~~senje: qj /Vrtfq jlf4' /{:х) pq.rnc:r {1 ,g {~ .17e~r/"1q 
rџn.-fc:,Yq), . 

rcrq/~ /..,..: . . 
(У~ее'.::с) .1'{-.:r:)• f' {'~J.~('fr..9 {'-~)·-:; (.:r}.). {f} 

т 1 ("-::с) .. /11'17 . ..,_0 г r--= ,...., Ј -/ r-.:::c) 
ђ 

==/1m 1 rх-..;)-т с~Ј 
-.?-о . - {-IJ) 

=-f 1 (.::с) 

(<={1)) 

( Zq ni!';OOri?Џ /џпА-сјџ ..9 (:х) .s/l<!'l.?o · .S'e. ?'o..fo-.zo/e 
1 

kor/~l·&· r 1') .1 qr'Q је .9 1 
(- :х)= ..!1 1 c.::r)) . 

6) )./t:>,Кq jlf4' Т (':с) prrtcu:f/f:!rnq Tt./1?-fc/jq .щ ;eertcи:t'CY.77 Т 

{'>о), /gQ'q ј41' {У::х:) /(.::с+7)= ;.t {:х). (2) 
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;V~kq ~cJJ;?7!~yoql /' (::t;), rqqlq ;~ 
f' '(.rii-/?)·~j/m /l'.x".7"1'-?)-/(:з:rT) 

h•O ђ 

=/11'17 f{.x7'h)-l'r.xJ 
h•O ђ 

l'д) 

2Jq"f,/t!> ,~ /.zrot:r pt:'rloфt:::r/'lt!!' /џ.I"7A-C:/i'!!' /t!!! _pt!'r/oc(/ёnq /'-"17-
kc1q sq I':S0///71 j='•rict:;Yc'!'. 

2 7 4. Pri A:t::;--fn/17 џ.r/c;-.~;.."q.-
c:;r) .-fyex,'~/hq ;Ot::'rt:r~o/q ,у= ct.::c2r6.r".c (/~"'"'апс; 

q.::t:::l?' C.::'II:""C-o/ ,; 
ь) tfuD/'l&f ;::u:~re,.6c/q .Ji•::Ca ". "P::t:-~''fl (:ft11'a'm::Юi'r1q .:сЭ"' 

,.. ;0ж. ". i' - о Ј ј IЛ?f? zq- /qn!JI!!t-nN оsЏ O.:t- { ,·".,., ct 

cfi'OS'h-иtf/ tfCrl/t~17)? 



290 

2 7 5.. A"'or,;rЛ,&· ~ /znxlim9 ot:;Y/-<!!t::t/'Г/ sџЛ?t!!!: 
С!) Р17 r .:с) • tr ~ :r -r з.:r 2 ..,. ••• .,. t?::t:п- '~_; (1) 

Ь) Ql7 (::х:)= 12r2'.2::r:+.32.::r:2-t ••• fп::l.:xn~!; (:2) 

с) .sл ( ::r:) = ...L 1-s..:E.. "~-...!... г9.3. t ... .,. ..!._ &-=-. (3} 
2 .2 . ~ ~ 2п ,211 

l'ri lzvcdt!'пjv /'crrnvl~r :zq S17 ·(.:r) k:vi'sM .tl:' ~

nft'ht lom: 
::r: с- ... ::r :х: sln.:::c. COS - ...,... - • , •. , C0!!l-.-. = · _, 
~ "1' :Ј" 7' 6/n ...=:._ 

. ::z" 
ltofi /"' lt:?~o q'o~OZ"qh' (п~ mc?-""I'J?'O'h'~A-om /'7-

c'џ..fC'I/Cn"' ). 

~jl!!Н'njt!": с) А"о,&, /": 

::1 л .::x:nr/ Gn (.:r). tr::e.,..:~: -~' .... .".~ = -1.~ ,:,:.".{ 
. ' . :X-f 

. G;, ('.::с) • f 7"'::/ .х -/о .. f л::х:1"1·!": р11 С' .:Х) 

=>Рп ('.Х)• (. .xl7"1-';:)' = l"l::r:л"f..c,..,,..,;.жл ,.,_,.:clfll 
. ~-'1 ( .x-r)2 

=·ZI';:: Л(l"/ ... f) Ј :Z: •f . . 
/•1 2 

~) k qA-c jtt': . . . 
17 

х~17 (.ж):iх+~~~~.". ••.• ,..17.::t: 11•Z 1'~ 1 

/;::f 

1 17 
z::r)'J:'ltPq(..r).} • ~ /:1 )tl-f= Qi? (:х},· 

1•1 ·•. 
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/"~ t~: :ЈС / 
17 (СО$ ?У f41"'1.:Jt: )' (sin ;n-)· 
L = СО$_: $f."..::C $!/1 ..::!:.· .t•1 .2.+ f-217 

i/1 

2 7 6. Neo-A-q ;~ ·па stf"f''џ 7 r~/mi? Tt.//7l:c1q rt~J>q/1'1e
j='~"Om/t!!лfirt!! Cf'e"r'//'l~~"q .61~r1"71Q "JP•rqc/c, .,О" 
/"fq "//;'~.с'! /'?qC/"J .· . 

( УГ\!!еТ) /(.:;с} о ,у {.x)af'·zy ('.:z} _7. (t) 
korl..t'/t~J>C'/'· S'eo> cYeТ/'1'7/CijCn'J' ( 1) Cl'o~.zqff .s/7~ 
IYrt:r,.,jџ: . . · . . 
а) A;fo jrf!!t / ( .:t:) • ~ l~q ~ .zq А-опt:1С'77џ 
"colt!?'nC'ijџ "rf .:t'); qe ;"/,.,,:sq"..,џ ('1!'.·f"vr<!''J"'-/'lo/7J 
/orl77v/oЛ? 

;1'1' r~}.raт('~):J />f r~J~/k-·1 (~)о;!" (.х) 
{A--.:?.,4" ••• /V); . . (2) 

pr11/ /.zvoo' rCYcc./-'?c;- ро rcrmџh' 

..... 
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/ј" А (.:с) .Ј.. Ј =_!_ 1 1 .•. _f_ 
~ :;1<. pt (::r:.J /л-- i-.:y тf.:r) 

( .:с". / ; tf == 7.) :;" • • • 1 tV) • (3) 

ьЈ 1\/а&· /.ZJ/aq /џпiсiе v;,.. v't,.. . . . t ~ · 

'/· /ormџ/q (а);~ fo-6nt7 .zQ ):.., .1. 
/?r~f;:н::м·/e;-r/tr~C q'<:;~ ~~ /оrтџ/'7 (.:!) fi:t&7q .r<;> л4'Аi 

_pri'rodcrn 6.rcj А- (е ( ;1, 2,~ .•• Ј N-1' ј) 1 }r:,olq ј4' · 

Г;-if"'1 r.::cJ.l/"" f_rkг.x; o.rrx;.J; 

= (,rkfГ(xJJ}~·· 

= {lttiгrx;-lJ;·I/ (.:r:) (:r~Jl-t) 

- 1 Ј 
- :z.t ТА:[ Г) 

_....;.1 __ •. • _t_· • _!_ _ј_ 
гk-., rгЈ т(r) :Ј f(:z:J 

1 1 ···--·--, 
;r:J (.:r) f (.:с) 

(sdJ"~ /1!!!> n1.2 ;~dnt:?kosn· t:;loi:vjtm ntt s!;f~tte"i поёi~ 
f'ГYQ' / Q"rџgq ·. /7Q OS/7QI'Џ 171!',l-Џrt:-пrne fО/"Л?ЏАЈ!. (:::1) 

i dfi'Tti•N'C'/4 (1} ~rO"Cij4' и о: /rl!'cft:'l' /JQ ОЈ:пОVЏ' 

. forпи.t/1!' .:zq /.zyocf s/o.ZI!!/7~ T'-'"'~cjt:-; C4'h-r~ nq 



osnovц !ne:(цA-1-Ivп~ ,Preljool/qy,fe ( 7 /'la оsпоvџ 

(..!1) fi-qt:}" .l't!!' V"o/es"/& ~ 4kY/ / (~) /~!!'А:! _РОЛОf'О 

/?t:l.-~lf";· t:/"~1/}?/c//~ rl"qc/jllr 1 0/Ј "'/· /ormџ/9 
(.Э) fa~пq ј(!> .:ra )='~""~"rot.:,f::r/1 6rtj' A-~i'J q_.f.o /1!!' 

IQC'nt:J' .:rcr nil!"~~ "f /е(?..~ .• •• "' N-f_} )-,~ 14' ~~о 
/<!! /аёпq .:rcr А-•(, ,IQ'ё/?q ј• ,РО .;C~""~"/?cfiOt./ Л?Q'

f<!!Л'Jq,l/ct~<!! /-?Q"џ-fclt!' .ze:, S"rol-џ ;fопе:,d"пџ "оо -

)~с;јџ ;t:'" {.:1:) { ,+. 112; •••• ј N). 

Ь) kQ'-fo jtt 
/t,.....~-v-;:=.,.,.===. := .• =v;;::z=;~,..,=-.z== -1 N (.х) Ј 

N 

l'rfi.mq /оr~џ,1· (.Э} /' 

r-----;r:===::::::::::::::::;::::::;:: \ ~ f 1 
{/:t-r V ff· • • • ~Ј = ::z"' - fн (:с) 

N 

• • • 1 
/(.r) 

2 '{} Oe:,lrt!r:P· . · ;0ry/ /.z.Yoq/ ,r'џпtfcjq: 

71".:1: 
1:1Jf .f.:r:) .".· /IЛ? ls 1111 (--77-:.; ~ у.;: 

п-i» lg :21? ( :. .:i::J..,. 1 

ь} f (.х) •/i'л, (л (:z"? 'l'..:t/7) 

n•OQ 17 

с) 1 (:r)= 1/m 
п-Ф 

1 
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• f; j"t'/. 1 

;. оо/оС/> 1 

/о ;е.- (mdq /џl'7tfc7q ;е.-

'· 
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Џ laёA-amt::~ .х tl' G.!l ,.,.,. ~/;,· izrt:Jt:?': 

ц lt::rt5Лi .х• :'trl!; fr 

т rt~J•//1'17. f' r:~:J:;; 1 
::е-1 

(~t!'.:'г) 

т r ,_Ј- h'л'?i($) //~ v;ё -1 
=-~~ ::Jt: ... 'f+ 

{«rE'_f) 

lj т(t.,.)•l'(1-)• г ('t}" .r'~ ,~,· /'џлtf~ ~

h/<:t'l?t:t qA· џ "" ~..f/ п•mq ":,:,~ ~/r:J /~ 

1~ (f}•j=:, f'(.:z).o 1· 
(Ztl'ђ) 1 

a.>f,r (f);.f..' ('f)j 
f _: (t) = lt;л, l't-:r:)-!th? L".t. 

:с- t- :r•r- 2~ 2 
. (а"С'~) Ј 

Џ faё-famc .::Jt:. 4-А- -t ( t+trH)j• 



r с (i.fk*"H- 11177! rxJ .. /;'/17 1·1, 
:l:' .. ~.t·l}- :z-4-k-1 

rх~&э) 

f ( (ZГJ:-1)r)~ftn, /(Х)= !tл, у::;= V?<A--1 
:r•(9~·!)t .::c•;,.k-1 

r.:ce i'f) 

. . IJ· џ l~j-t?Л'It? .:c•.tr-+-1 (Е'-Е:;) ~.-н) /џnA-cfq /6 
p~,eA:tnt:tJ /1"171;! ;зr1,e1q ;:>rvt!f!> yrsft-) ~}о џ h'ЛЈ 
fqёJ:qmq tmo h'!tt-JI'I / clt!J!>.Sr1t./ groniё17и rrђ~

i:lпos.f- q/) Ol7t!!f пisv jt!f!>t:(17q,e<" (/ пisџ /~п'!tftt 

YГ/jt!f!>c(no.r;'l' /'џпА-с7• џ lc;rt fq-cAi r {.ljt.k-!)• -f· 
·(fr.V~.f-IJ) ј . • 

1 

Џ тqёЈ:стmt:? · .:r: • ~.f 1"1 {е Е:;_, А-11' N) ј6 

f ( (71.(-r~)-)- ~"., 1' (.x).=l/m ~ • !4A-"t/ / rr~к.,.-?)•1/Л?/(х) 
.%•(;џ.,.tЈ- .::r:.;,.~.".." .r"''4<~·Vf 

~~~) . . 

::: /t'rrl 1 := ! ) 
::r:•9.t~t 

(х еЕз) 

=:> f (Г.Y.zf-~>Q-)J4 r ({f',tr1}r); ,i;.·/џ lcтёJ:a/'nq :;c .. f,tri 

(Е' G2 ~ _ke-1,!) rv17KCij9 /mq j'Y't!J!>..f/q' _РГР6 n·.s~, ZJq.tf/t!J!>j Џ 
lcтёti-0".17"1Q' ::r е Е.2 /'џп..fcljq /n?Q _,Prl!'kiq( ( ,/='I"Yi!J' yr.r'k) _. ,'1!!' 

џ fim ft:lёkt:>n?Q /7t!M7Q' l.zvoct'. 

PriЛ?jt!!!h'. qlq /t!f!> 

(lf.::ce-!'
2

) 1' (..:r)= ;l"('xOrf' (..r-) 
:2 

·•. 



у 

'/=f (.:с) 

• • 
о 11 

f 3 7 !1 ff 14 

r Ncroomi!!'ЛQ: /VC!"/i,PЏ17j4!'17/ -frџ.zi~· C.:ZЛC?CQY<?jt.l l<?c~. .-+ojtt 

/74!' _pr~aQf:rjll' srq/Y:fq /џп;/-С/Ј'~ ). 

6) Sq~ /~.;;, {:r}=: /п (.2 /11'-.:z":J (~_>-:.1}1 i ~ (.:z);.f:z,/;(X) .. 

д"q..fo ;е ~&·fo :;~'~1'-~n=.:lnf;tr('fJ 17J!1!zлftr( :;-17~ 
lc Slfl' Г'_!? {.:z) ""а:;-, /'~;lgp;,i/ nltl' ..r/7'9"•.:l'q t:;l'rq 17t:l'c/пq: 

/л (:z:)- 'i-,2 r; .h f?r r; )171 
' (1} 

=//?:С.,.: /171"11'-{ј )-/1 .Ј. 

//Л7 ( ~ ) 17 = 0 1 • .:X:G(-.212} 
n•oo ... 

' 

ltt Q"Q-',/<!". /oyqrl/r:;ms;fq ;r'џлА-сtј9 .fпf ( 1->С) hlll~lt:717q1 
pc!a.zecl' oq "0-"Уе ct:/ /o.rmџ/q ( 1 Ј .zq ..:r·t!' ('- :::1, :2) 

... 



:Z9S .. 

fj • .z/lt:!'I"!C 

.џr .:c•:z: //Л'Ј Т., (z)•l',;~rk>'17.!. /nj"f':r'/1'"., (:)"'J•In2; 
Ј7 ...,(:Ј 1'7 17•110 '1 ' О·•СО 

' 
zer .::t: tr (::l_, rФ.)" _,.сю/о:пr&' Ot:?' t:Y~ /omu.t/C!' (t) 

(2) 

(з) 

,2'q 1-r::;r::'A-v ..::r .:; /С!' 

7;. (.2J ... f~~.: (2).-о, 

/е /џ/.'?~С/ј<:1 1"1/!!'n?Q /.zrot:;/ џ /ој 7"c-c'-k/J Л"JJ:>c/q ,/!!!' л~
pri!tkic11"1q џ lcj /сёА-/" $/о s#јеФ' ,..:z 

/ r::z""J. /_,'1"17. ,",.:l:.., tn2= г /:2-Ј= / r::~J. 
, .:::t:~2т .. 



/V e::u:• !" foj .9/"t::fi'i: 1' 1.111 ~t:' lj~ )'а 1 ( .z:) ! 
' у )'.•f (.:с) 

-:2 - t . о 

/ 
/ 

·..,;. 

с) lta.+o jl!'.· · 
' 12 11/?::ЈС 1 .(; t<'!='> / ~/7'f::t::'< ј<=> .=с' G (ј Ek (") z:tl G {'f) 

А-111-СО 

= 1.-<"='>jSI~i•; <•>::t:G({G~:ft)//.t-~.z}•F(З) 

> !<•> /i/17~ 1 ~ f# хеџ~ (:2) ·. 11: 4' (':2) . 
. ' . ' -+--.:о ' 

9o/t' r (z•[o,t} -t/2} -:2,~ ~ •.•) ), 

.={0 :(- {) {)Ј ~r~ Foto.,.tt,-=·rrs~-f) ~ .Cskrtjf;~ 
. ј" Gii . . . . . . . - .:_ 

Got'
2). (;;1 ј')1 ~ {::2J•.Gcr")-.,.лJi .... ((G~.;,.1') .f,~ (t"~'s) fj 

' .· ' ' 

f r .:х' Ј = /11'1'7 х · 
J?-D:I f'"l', ('211}?'::Јt:..):2Л 

.. .:Ј: ј z.:r .:с~~.Е r-t; ... {-:= :1,.",. r ::2 :,,.,".:с) а"~.о Ј 
,.,. .... ф ' 

(.:х: C'ErtJ_) 

.= r , za .::с ft /4) (' <= /1111 (!!''3,'1?.:z::) 2" = 1 Ј 
i'?""D:I ' 

'(.:r Е Е (.1?) 



.:::О., .rc.xeEf:7) (-:=l/177 (.2.s,>-?.х):;17 =Ф). 
n ... c:o 
(.хее(:2)) 

f(.x)= 

.:; Ј .:1:e{.(ok:t1) {JA-e:z_j =s!-Н) 

01 ~eu ((S,f~C} f/,(&.k+~)#)•E(:2). 
А:•-со 

t;lotf и fcёtfqmq .:.r:tS'E (
3

) /џntfc1q пете; i.znx;1 ;:х:Ј'/о 
~z.e.- ?r~tt/c'17q и· flm 1 сё~сл;q ! · . · 
Prlmjet?6q. ~r/n1e.-;l/· <fc;r ~ qqfi:? /џлkС'јt? 17'10Zt!J pnt!'ft 

.sf.crп'/-/ kc;ro _Pn:JI.zrod': · 

f (.:.r:) = .:.r:.p (.:.r:); 

gc;r'j'e 1~ ;='(:о/ ;:""rkнp"CnQ /'lпtfciJq .sq O.SI?OY-7/m pt>r/c

cfom Т-/Т . A-ojq /' .zcr х е/' 01' 17 _ј i:fe/ini.St;t?q 17t:7 s/tjt:-
q~,c:t~· 17~//'! .' 

р(.Х)= 
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(р (.х+17Ј=;О (:х:) 
/skort:S/t'f/ Јџ оsос,-пџ.Ј 1~ 

.Ј у:хе~). 

,.,qcr/crfl 9rt:?f;;,+ /џљfсј~ 

,У""!' f:r). 
§ 2. 5. liVODI VISEG REOA . . . 

2 78 .1. 1) ,Nccl/ cYI"'vg/ J.zyoq' /'џt7tfCijQ: V 
1° ,У• i: .x:l ( :2/л .::t: -3 ); . 

ЗО J:>oft:~zqf/ i:fq /џ,..,А-с'/Q y•xr St/7:2X .zq&/oroljqyq 

;~оtпсс//lџ ,у~'~+ .t.r,y-?t.:x•o . 
.Rj.:>$t!'nj~. . 

1 1 . , 2 
· t• 1' • :; ( .2 1 п:х -з)+ 7-. .х • ( -i) • .х ( lnx - ?') _, 

.3° ;t' 1 ~:& 1r:2 cos :;.х .Ј у";.- ,У. s/n ::Ј х. Zomj~/?OЛ? 
/t!!&/-?Q(!i'.I"N.I ;у"' r.t,> .у- ~Х• О .t::ТсЮI~ Сt!'Л?О 

- /t-sin:2X+,Y. (x"'st~:2x)-.l,t:rso.· 

..... 
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:z о у • sh {} .:r; 

R-J~i~лi~. 
/ 1'; ..!.:x:-!l'f.::JC· f 

!.о )' '• rtr.;:c Ј ,У ":.=.а...%'-~---
% .:::t'g 

у"''= -i·:X:2
-(1-/I'f.::JC)2:::1C = 
.::с-+" 

!Ј) frqci п - h' izrcu:t · f'vnJCY7"q: v . . 
. / 

2~ у • .;с . .-t.~. v 

уН!== (2k-iJ) (:ЈА--1) ( :Jtf+f} х ,+-з v.X 
. :ЈЭ . ~ 

·•. 
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i"'= (2k-S) (21:-!Ј) (2k-f) (:1k'f-f) 
:;..lt 

·(n}_ L2(tf-л)rtJ··· (2~-.!1)· (:z..f-1) (.2К-f-f} .хА--л~ 
У - :2п 

Zq А:->11] 

)' (п)= ,з. s. 7• •• {:2л-8) (~л-!) {:2п-f-t) ~ Ж(l 
:zп 

k•/7 ј 

;у ("') .r О · ZQ' п > ;t • 

2 78 .2 . .1Jotfq.:ttt:t/"/ .sl~j•t:lt!l'dtr /ormџlf!.: 

(п) ~-~ { ·' ~ (:z~ = ~ {o<'-t) • •• (oG-11-f-f}:t: ж~~.~-

• л~ 11• <~#ј 

.о., n>.CeN; 

d) 1 (l"f) . 17 171617 

С::,'f-Ъ.::к:) := (- f) { C?J'·6~)17-f-~ (.:r.,t- -!); 

~) (- 1 7 (n) :ft)" (2n~t)!/ . ј, Л . • 

Yc-,.h.::t:" 2 17 ·(Q'.-!-b~)'7 Vc-1'6x Ј 

(.;r ~-:) 

..... 
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r) (иу )(п}::: f (;)и (п-kЈ у О:) (и roJ=v; ,.Јо)-= v ). 
А-•0 

~/e!>St!!'nj~ . 
.:lJ<?k /Оr/Т1џ/~ !<?ko S6 prOYJ6.rq-yQ'/'-' /пclџ,C.c{fom: 

а) ;:'а;Ь 16' ( ..:r-:; 1 ... .с .:f:' .: -? 

formt:;!cr /6 ft:,ёпс ;zq n•1. 

Р re!>f;oOS'/qr/n?o /i q'q /t!!' /ormv/Q lqёлQ .zq леАI 

,Pr/rod'oл ilroj 17 ( r..c е А')" /r;rcq пq. o,s:r,on./ dt:!'/t' -
17/C'Ijf!!> riSi'h /:zroqq i le _"ort!!f;oo$'1<::;-r"ft!' .s!lject1': 

(х ~лrt) = ['(.х.с.) (л) ;::zoe {oe-t).·· .. (oe-n>~t).:z*-nJ' 

. .-оС (.с- t) ... {.OC-n+t} {<IC-n).::r -;- {nrf) 

i/· /orl71ц/c је kcпq / .zer п+t) le /" пq osrюrv 
. ;:>o.kqzqпo$., ~ ,P"'/17Ct;DV polpt..l'лe /17Q"v;(.c:;tt!!'~ fqcпe :rt? 

r't7e!Y. 

Ако/' n..CI lqq'q /' 

(.:rl!_} {'1) = (.rt-1) •• •• (п-п·n).х~ 

=171" 

ft!' /t!' cei(o 

( 
111 (n..;..f) 

::r: / • о) ,zq А--~:;., ••• 

Ј . /. ..%"Ј 1 .Х 
о} .Zr:r n•t /orn?џ/q ./' l't:?ё"JQ.' ( q /""' q //'7q, l.z ~;':-

reu/c-y..ft!1 Q"q- ze fi:lёl'!q ,ZQ' 17<!!';1-о 17 (tr..V} sр;те~· (с.:с_)Й'1 
::: L (q.:r) {~).Ј~ (O".:r/,., 17q)'-= q.X/m:;. l_,t'!Q 11/ fQё/'7o 

је / .:zQ nrf) IJ· .lt::x:!l7o fe .zo У /"!е#. 
с) (.sln.з:) 1 = C'OS.X•S'il7 r~+т) Ј 7 /ormџ/Q- је /~nQ .:ZQ 

. . пz -1. /;z prelpos-l~r.tfet e:::IQ ;е ,IQ~",q .ZQ' п4'..Ко /7((::-IY) 

(.$/tje-c'l' Q"q- jt:" /сёло / .zc n+i') 



...... 

зоs 

~·_ .. ·:), •. , . . ·: • ····i u-
=z st:t-; /" .:i:'i< (п.,.f )з- .7 
~~ lt!' ,Р" ,Р ·11'1. /. /-Qt!qq ;zq у /?(f!'# • 

..1Јr'(9џ od /orl"?v/t;" ( ,POt::f' С')) ~ /o,l-o t:/oti-QZvjemo 

po/Oz~di о~ ~;7ос;h'!Э' re!'.a-(,1//q~ / l;..,.ot~_".h)"'.:!',ф 

cds.::r: •s/11 (.;.,..:с) 

A"~zџ/lc:rr/ t:l) 1 с) 1 Г) /11& /o--to Stt~ /q-t-o _proJj.rvoYO/'-' 
".o.m./. ( r• .sw ~~q ..s-~q/t!'I?N q'q /"ђ ~l"}er/) . 

· tf'ez<.~/A:rr ~Г.) .,;qr:z.~/'9 .se .l#/c17t'.zx:Jrc.m /"""mџ/om .. 

278.3 .. Zo ftщkci?: 

Q) ,у• 2 .,.,э~ .,..,S.::r;!l. --?-.:::.:": oq/r~~· .у iY_,. 

6) ,у• r (.::r:i:l): · et?'rrreP' _у8 i 

1 cJ.r- . . o::/l'fll!'t;f/ v к • 
~9',..;~ . у ,. 

" 
tl)y•xV:x::1'1't.,../17 (:x+ . .lx2 .,.t}: oc(rtrol./ y 1v. 
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.6) kq)-c 1~ у • ;r ( џ) gtlj11 jl! џ • х~=' ( рr~лн::t 
forлщf/ .zQ izYtxY s/oZt"l7tf!!' f'џ,.,A-C/jttt) 

i''- rt.5 r(../J l.lx- r;:z r.x2J . .:>.z. r<- (../'•::lxJ/ 

• :Ја: 

А А-с Stt t:t'osljt!'crno -fcr/:sl> /~~ с Ф;/t!'rtf!nCil"'~~tлji.l s/c -
.%•1'!111 /t.~I"J}-c/jlfl., /r::rQ"q ;0"/o.zt!'~· et:l · . ('1) , /:z/q.:z/ · 

r:) Atfc s/t;y/Л,c џ• q-;6 ~ .~ Л?olq ;lrtf1.6q Q"t!';./п'rof/ 

sjc.Zt/1'171.1' /џ~>fCY_/V .,У• џ._{ (v-q-.,t.b::c) 

• 1 1 .,. -Ј . · _.f! 
=> v х = v, . џ =--з Ь u r<= и' -6 v' __ .!. џ ..!1). 
. ~~ ., џ х t, :х Ј",џ а Ј 

=>у:Х:•(у~)'=- Ј. Ь(џ-f ):Х: -=-f .6(-/}v-16, 

fj ~~ == ~~).2 ( qrь.:r:) -7/.З, 

q') Po~lo ј• (Arsl!.:x::) 1= (/п(..:); r ~.2"'t)'= 1 
,k2..,.t 
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2 7 9. Oclrt!~· /7-t/ i.zyocl ГџпА-сiјQ 
• •1' 

Cl) f (::r)= 1 (~tiO) i 
. x~-q2 v . 

6) г г~;:;;;:. c;rcfs.::c ј v-

л-jmr~fr , q )_ ~t:t.z/o.Zimc 9"~1v /џ11Ао-.lџ /7t::t. 1.!!"/~ -
mt!J'I?rqr~ rq:z/om;fl!' 

x~-t:t = .:r~q +. · .r~q <=:>ta(A·N.5pr(A-.CJ)q 

f '( .., <=> А rd • О 1! А -8 =(ј (=:>А •:;"' ·~ 8 •- .2q • 

.1Jc}/t1', jt!J' 

1 (.=t:"'• .L rJ_ .,. Ј 
',/' .2q L. :с -:q - .:к: .". Q 
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=) Т (/?}(.х)=:;: L ( :c~q-) (п)- ( ::r: ;q) (:'Ј Ј 

= (-1)
17

'71 !-; f. - ' 1 . -ј 
2q (.:x-c;)/7"1"f · (.:с +q)n"' "1 

( Zc; /'~s-/~Фјџ ;~crпq-)as/ у/ф' zq;(q~A- 278.2.dJ). 

,· 1 ' , )' = -- .:: COS' :2у = C'OS)'• .sћ ()''t'-) · ,.,. .:r~ .2 

J);';l"~r~'nc/rojmo ј' /о.§ ~~о'п071 p 0 .:t: ( roe:/~di >·CC:џr,q 
о ?'om~ q'o ~~ ?" ;"' vпA-c1q ~.:т: ) 1 &?"о61~ se 

Nq lsfl ,7q6irJ1 qt; fer~ncirc!7)~'!' ро .r toi)~110/77J inzq 
# /_ d 

S'tf .У нt • ј"'- 2 CO$,YS/~j' • .S/(7 ~ (.Ј' ."t. '3") .,.. 2 СО$ 2 ,У СО$ .:2 ()' ~ ,;; :!/.>" 

:;} CCISЗ .,У• C'os(З,y7"::l• :):=2 cos 3 .)' Slr, З(yrff ). 
~or~cfџjцcl у'" у"1 t:tii ~ пе?.s/и'lп· /or111џ/q · 

(n) f {"r1} ( 'Ј 1 . '7 ;: t7 
)' == (~)· n-1/. cas- y·s.t"?L!7(,;n':;)j= 

("or~y(!'sli t.t /&./n-fcljit ос! :х), *'Уџ ~~ /qio ;eror;~rl// 
moi~I1'X:1Iiё.i-ol77 /rJo'&./-tc;onJ .. 

с) .Zq 1' (х) o:z eQ'.r siri,9.:c => 

> у '= qe о .з:: st'r7b~ r ~ Q.::C cos ~.:х: ( /Q' 1 7 16 1 :/z о) 

= ~ ~q;x St'-7(6~-!~) 
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,9t:?r4 t~ 7 ce'/r~t:l~n i.z џs/oyq .... 

Sl~ 7..., О .1 CO.S '!' .:= q' 

Vq2 r:c:9 ' . ·;- v q 2 f" 6 :2 

U.zqslc;зl7ii1J ty'//~~?nc/rqry~/77 ( /.z ( 1)) /Qko · .s~ џ.s,фпо

Y/t:?YCl e;oslq ,"ёrЛ?џlq 

n 

.у r 17) = : ( Q' :2 т ..6 2,;"~. ~ q:r: .slп ( 6::t: r п!') 
lrojv .sqmo ~reo..6q рrоУј~/п·. mqf~1'77Q',-i/ёko/11 irxYџ .;.... 

Actjqm. 

q').дq/q "t:'џпtfcljq Л7о.i~ 6/f/ .ZQ;Oi.sqпq џ ock"k'l 

. f' • Џ. Yi џ- з::2 .,...% t-f_t У• СС8.:С. 

A"•-fo ~~ . -
f./ 1 

". .2з: r1
1 

џн• .2" '1 {-f)...:o {~ >.2} ј yf.+)= cos(.r1'.tf; )
1 

r• ј~ _,.r~Л?•. L~t;Ьn/.zoYoj /с.;-mџ// (z• .17~} . 

r~ F -т (.:r)•(::c:lr::crf) ·cos (;:с r/7·_2 ) .,.."., (2з:1' 1) · c~(::c;".(rJ·t)J) . 
. :"~' 17 (n-1) С'О$ r~ 7" (r? -2)· f) 

280 ·...1~-t."J. Ј..• • (!7) • 
•.OI.(t=-/trt п-тт ;;ryoo' :у (О) fuп~ctj(: У= .f (х) L/ (Qё,t/ 
.х=о1 q.f"o 1е 
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t::l') f' r ::r Ј = 2 ::~:,. t . 
1 

:2 ::z:·2 -з .::с rt 

h) f (.:с) .. Arcf,gж;. 

· с)/ {.:r:).., qrcsl/7:::t:; 

t!-) г {::r)-. .., . . . 

(:1х-1) {tr.::r:) 

Rj~.l~лjtJ>: <?} Prl;!ti-f/ qq # .qqlf:? /'џ"ft-cljt:~ mc:Z# /'lfPЉ. 
. nrl пq t!!>/#mtJ>л~.r-?4* rq.z:/cn?il:d" .1 /;1· Jl'e?Z/ iC;-',qht~;" . 

f (:Х:)= 3 
::с- f .х- f . 

Sqef је: (Y~'Q';' z~/q-,.t- :t>78.~.d}) 

/(п) (.х)• 3(-tP"~n / 

(:r-t)n.,.1 
:2 (-1) ,.," 1 

' ,...,..1 ) (::r-2 )'' 

ь) k~A-o jt:t y~Arclg :t" • <?rc;l,g :r+A ff) r+ez-(o, .t ~ :!.:2_, •• )"-
fo fe> · 

f (Г!) C:r:) =у (1'1} • (c.rcfg .:::t') (п) 
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( .Z q /'os/e.-Q'njџ j«~'nq~0$1 уЛ:;Гt'h' ~t;rh?~ 2 79.6~ .. 
ttq,fo /4" z<1 ::r:• о: у (о) 21Ac;!l О• qr~ 01" tfll (.fe.Z )~ 

=>у _{17
) (ој .-(n-1)/ ccs11 (k ii)3il?.['n· (А-17 t- {}Ј 

= (n.,.t) .' st'n (n.f 11 riJ {) cos (nAF) 

= (~-t)/; ·f1m.f:J"A:I7t-I'J {)r.sY/?(.t:?fJJ 

(2} 

!Jctj~ !t!! f10Г1i .. /'!l'z ~~/Ю~· .t;&b11Yf /Х? .slj!~· 
l?t;rCi/J: ;::'ГYt:l' lz (t) .zq ,У (о)=А//1 c/rp$'t? /7CI' OS'hOYt./ 

it:ft!!'l7filt!*/'Q- СО$'1'1 ~~;;,.. СС$'/7~ Ј; r~q _PI'tP17?/? Q'фCI~~ 

/'l!!'or~~tmi .zt:r Sl17џs / <ftlf'h-r;lq . .-z609 &-.!i;i (::Џ.if' r.oC)•.s't'.IJoC'. 

Pd.slo ;• sf17 (17-f }•': :zq ·п•!2л:~,~ q .zq 1"1•2m-f sk!('Jj) 
~ 4'/1'/ ft":2m-t) f .J•sll'f (m 17- {)• (-'f}171 '~'1(f1meN,h 

· fo· l:z: /.2) s!tJI!!'Ф' 

У (:Jm) (о)•о; У. (:2m-'1) {О)= {:2m-.2}/.1 {-f}m.,.; ( 

{~mt!'N) /-ј. 
,у/1 (о)• у'У (о)• ... •,у (:2Л?) = .... =о 

. 
1/i sy/ ;:'ОГ/7/ /Z~'oeli' /џ!7А::с7• Arci.!J .:::t" (11/ qrc{9.x) 

sџ ;•c?na..f/ пџ#1 Q'o): .n! 17~Г/Ј/ /.zYot:f/' rqt:!'џJ?o/џ~ 
ТОr!7'1џј,: . · 

(217'7r1)· · ,." · 
у (о)= {:1".,) / {-1) Ј (З) 

111 рг"тq NJA:џrt~nft?oj f'orl'??џlt' 

)''-(оЈ =-9- 1 у11 (о) • о) .Yr17 ~2 > (о) =-.n(t7rt)y (n} (о}) ntr~ ('r) 

.. 



312 

·}/'о $~ /о}о proY/;.t!!!-rcYq. 

с) R~:z. ј :Ј"' (o):or (2tr~-t)(o) ... ['(.2m-t)!.IJ~ (tlmE'II). 
r:l) .ze::roi~II'!IO .:zqq'o-nџ /џпА-сlјџ џ оi>/д:џ 

1 r.:r-Ј= ц r~ Ј· у r.:rJ 

gctj(!l! ;• ' . 
l.l{::t*)• t ) fj· џ(}}(~.,: (2.-t-'~).~1 v 1-.4: . ' " !Ј~ (f-.:r).t· vf-X 

Г pNtmq ;zeџ;fqfJ:t . ./ 2 78. 2. е)) 

у ( ::r: Ј -:х) fj. у' (::r:)•f Ј '1-f) (-.:k:)ll(l о ;zq ~ :2. 

Sqq' /(!'!) pr1W1?q L t!!'/bmoy.oj l'ormџ/i { /1 > ;1) 

f" (п) (:х) • џ (n) (:r ). у ( .:r:) '1' 17 џ (n-f) ('.:r) yl (:с) 

(:2,-, "-зЈЈ/ ) = ------ . . 1 • /' (:2n-1 х '7'.17 ), 
" :JI"f'-1 (1-::c)/'1-t vr:::;; 1 i:z (t-.:r) / 

f;· :zq :х:• о_,~ С,о67е 

f (17) (о)= /?(.:м-а)!/ 
•, :JI"f-1· 

~Ј F џпtf'ctjil .s~ pГIII't:/sn,Jt/ !:((О z;61'r c!'fi-m~/<:"n'?ti? rqz/o- · 
mt:?.<-Q: 

ff.r)-j,:J:-1-; :r:f 1 

kJ(!I! 

f ("'}(:х-) • .2.. . (-1)17 "17/':1. n 
З ( 2 :x:-1)"r1' 

1 (- t} 17,-,.J 
Т (.%'""f)I'!H Ј 

f! zcr .:r=o 



§ 2.5. IZVODI PRVOG 1 VI$EG REDA PARAMETARSКI 
ZADANE FUNKCIJE 

28~.* o~~·r.! p·l'j~qlпcsl i.zrcq'o- ;--: .. /tJл~cy,g ~~ 
vjtн:ii?Clё/('eтm" . 

х• ~~r'-cos.:2l 

·.)'· 11sћl-- .s/17 ~ f .,. 
.%(1 r ... ..&.. • 

G 

"~.#""jtt· . . 
T(;lf1~Cijq .)' ftr) .:Z.t:fqQ'I?Q' /14' ,P<lrqmii'Itlrs~/lf1 д 

ј ~di?~C/n(?l'f'!Q Ј pq 1.-zJICQ" J.'.fc rrf/Zl111C pcмot:fv c.6rc.Jt:q 

1 .., Ј. t ~ . . f' • ..11 . 
'~~ • • СО$~;; - :Z COI .:2 . • 7 8N1 7 . .S/1"1 "Л" • 

282. 'Oet'rttc// /zvod уЗ; sii'Jcr<i.-&'1, f"илk.cvj't:! .z.;Yql~-?,..=7 
/'"ro-m•krs..ft'.. . 
f:?} :Х •St'rt 2 t 1 )' ;z С~ :Z С ј {/ 

ь) ~-с cosf1 y".h sif1 f 1 1 G.(o,~:zii]i 

с) :r. • а. ((:-.r/17 f ј1 у=:а. (1- сепt) i у 
ct) X=-1r-2f-f2 

1 У• 2-.Jf.f tJ i v 

··111 
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f!.ttN77(.t !(ff и ,:sјџёсrјџ .<7) rqYnC ,Y.:f: .:Zi:? .:Х:• 0 i .:zq ,x.rJ,-'f, 

ftt t.1 koioj fqёtf/ lf (:х~ у) jl!' у' (:х)=о? 

tfjtt.Seonj~· Ze; _pe;rcl17eforstf/ .zqt7e;l'1e /vrticljt!> .х•з:(О 
1 y.t:: ,У {1) Jt1 

y.!r=f [gclje /1!' x=.Xi :;/:0 /ј=у!)· (*) 

c:r1 v} __ _t __ - ~~111 f l:-os f 
1 .., • -.......-----=-1 ј 

3: 2 t::O$ f ... ,.,., f 

h) v' )1 h·cosf . Ь z ·.L 
,., =-:- :: . =-- crgг ( 1'~ о;;Т_)/ 

::с -t;·Sinf q . 

:С • :2 (t-r)1 ·у·- з(~- с :2 Ј 

· ·1 7 г 1-t'::z а · 
=:>~:;х:.-.*-- 2. t-1 =- 2 (1t-t) {fjt)J· (1) 

··. 

;:с-- 1 "\:::Z/1' -1::: _,.,.:Ц· -t 2 <=>t"" ov t ""'.2 
' 



(2} 

fJ· Ј'~ • о џ faёlri 11 (-'r1 'r). 

,Pi/qп;~: ~q /i ~"/i .)''· џ /Qё.lrl .:с • О il/ iТ џ6 )~ '/· .zq 

x-::мli ис}? 

p,.,,.,.,,~bq: 

,1\oq' ).zvot:l~niq /crmџ/~ (1') ..zq .)'~ pr1177J~;I; t;fa 8t!t .zq 

. 1-1 п~ mc.%111' фi-ti>.lrr/'IO priЛ?jt!l?ih' /crmџ/q (*} р/о jt!' 
:Ј: (-t)•O. 

То фyoql,• џ v~zц sq ~ri"7Jt!!t:/.6om v .:zc:кtqf~v 27е. · .lj· 
rq:Z; 

t:{tf-o S'rqп/d'nq vrlj<~tcf/?OS;'- 17q t:/<~ts-?c/ s/rqlii ;acs/oji; 

( t;· q,tc /t!> l'v/7+c~7q. l7f70NJ'kit:;l'7q ( 1 qi:!o/'/'7/.st:?/79) џ c.fo

/11?/ fa-hJ q.,.h..J (-?:>О) IC!t!tft!! .:r•q 1 /mq /:zп:t~ .zt:? 
xt:r·t~-h) cr/ "('1:• q.;;,); zq · , ,_.1 clotft:?z И l:t:tr/sr/ 7~ortf!"mq о sr<l!t:;"17'jo7 Yrje<:(./70-sh): 

С/ 17q;haт slvcqiџ sџ .:rм .::r { t) п"'/'rt!'tfic:Y/'М!' ;:'џп_1:с7е џ 

o,.fo/t"r!i fqc-ft! r•t / /1?7о/Џ ;.:zyct:f и c.fo//171 Jr:7c,l:~ /:t: 1, 

(/ј. ~·з: (1}=01 Х(!"~')-=0 ""'Х(!-)). 
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fj. 1.1 fq6J:/ .::с• О f'ormџ/q ( f) Q'qje /Jjerl i.ZY9c/ .zQ tfriyu 

у-= у (:r)J po.Sio /џпkеiј~ .у-,у(~ п7е <ТeP'пlsr::юq .zq -Z"><'. 

Re-.zџ/ferl q/l:).61jt!!'/7 џ(:::;) (.:r (о)=-/Ј х (:2).:::.-ј Ј :znqr5/ qq 
?qrqлiekrS".'e је<Тпс;&пе .:r-.:::c (t).J.Y'"',Y (1-) ~t!!'ft/J.J:Sџ y.-'J/Y!:

.:zпqc/"./ /џn-fc'/"· 

.Zqt:S/9) . 

.::С•-1 r :21! -; 2 ( leR) <=> ::r=- ( 1-!) 2 <=::t ~::r.:t ~,..ђ (.ztif.q); 
.1/о · .:zqmj~ џ ,у;,../ { 1) '1"''7"<!!': 

,У::: 2·-зf r18 ~ .( /-r) 2 ( f'~"2)<=.>y=- ::с (.f у;; rЗ) 

283. Oclr~c(l ;=vr/ i.:zyoq' .1./r , q~o јео ~rlrq .z<r9"t:::!l?t:? џ ;:::ю
/qrпinт A-o'?rq/,'пc/Q/17q: 

t:;r) i"• q 7 ( Arhi",.,et?"orq .s;:vrq/q) _; 

.Ь) r• q ( t-fcos i) (kqrф·ol<ia)/ · 
с) i• qs/17 .2 7 ( lemпis/-qlq) ј 

lg 1- :r . 
.z (*) 
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r:r) lf'qio sџ:~·'Ri:4:'(7<1 I?J) pq.ri;-/77~~~ /eч:f'/1Qc!.,~: 
~- q/co.s)') ,у •ql' Sk'JY (t> 

, ...li_ S'ln 7'.,. 7 t:CS 't' 
=)' l.з: .;: 1 .... 

::с,. СО8 i-'j'sln 7 
(.2) 

.6) r'c,rqmt:'/t:rrs-f': /t:'":":'Qt:!/i?t:' sџ; /и!!'mq (!) 
у-; .sin(•q (77-cos'/)stnY-; (:).si'J/1'.Sir?2'/)J 

х •; cos 'J"=q ( tr cos 't') cos / =5f:-r2cos /t-cos2 7'rt2 
. 2 

~t! !t:' /е foJ 2 17); . . 

.. v' ;ry t:OS ~r COS 2l' .... ~.З"!' r·y з._i7) . => v .:t' =--;- ::: -= - ...,.:7 - 1 :;f:O ј З • 
. :х 't -~i'l Yr sln 2 7Ј :2 

с) PrtМ?c,. ( 1 Ј " pqrcmt:'/qrs-ft:' /t:'Q'пqCin~ .sџ 

.:Г•/" СО$ Т с 'f Sti?. ::2 f СО$'/ 

_l{ft'+; ftl 2 у; 
·f- ; 1.9 2 t' f.!J у 

.!lcf/1!:' ~ ('os~qhiq it:'qlђa,.fosT qo6ij~9 prt:'17'1Q 

q-Q'i'c/onor _h,.o~mi zq kп!}'~ ;oos~o r 

.... 
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fs fqrc(9 (Ј lg:2Y) Ј=; /:g 2 7_, (!ј & (qrclg .х)= 
а .Х ј - pn';!~ni/r' loS'/t:Ш'I!'n;enO .1 U OpSk1"7 .$Vи:'rЏ Ј /'Ј~ Ј'~~ 

~~.nq.kosl c,rcf.g f fg 7').- 7 ,«!ј<!' Q'l"c,;g ( /.9 У.Ј• )"-;{-11 

<=·; Т ft /Т'( 1 ~ : r ~Ј/ .:Zq' ,.f = 0 Ј :!: /ј Z :2 Ј ••• ) sJo ~~ 

... 

*"/<:' sи q/t!!ji'nizc-;"ti!!' '79' /'7./f!!~t;-/q ( 1// ~Лl"nlv) < ct, 6 > i 
n~kq f" Џђtf-С19 .,f"" Х ( f) Ј I7Q' /ол7 I""Qr.Z/'l?q,kЏ <:; С1'1 .6 >Ј 

.rqq'oYoljq-Y(f' · иs/оУ~ .rq <!'8'.z ... *пс_7џ /1'!/1'1!!-r.xпt! /'иn-"'clje 
r• x-:t(x) (fj. ;r -1' (х ( fJ)""I. :z.q- У lt!' <:е;; 6 >) 1 /t:nYc, 
jt!'<t'm:rc.C,/7~ ('Ј') q'~ /'r 17/'sи /Jt!!.';:'i"t!!'tfA::rп.и т и".,;fсtјц- .У•;' (.х) 

17t:r rczmc~џ ~ <:7, 6 >. 

ZCI' fc;y,fo ( ?CI'"C~/Or.3'-f/) cr•ji'r!/.sc'7t./ nepr~,f/d/?џ 

,ГџпА-t:-7и yqr;l• sltт•dlf!t:fe ./rrd/7/e: 

Atfo po.sloje џzqs/o_Pп/ /zrco'l' I_;:'o ;') 
Х) .У~ Х Ј Ji Ј :х·,у Ј • • • .1 .Z9' 1 6' < 9'.1 6 > 

lt:tcl'c, ;:> о•~ је џ.:zq•/Ь_р"./ l'.::r.YO<:t/' f'џ17kclj<:' 
se rctcџ"qjц ро . /ormџ/urnq: 

(i:;o), 
у• .У (.Х) tfcjl 
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ln'Jq ;.цоq' џ fqf5.-t/ х-х. (О}=О~ ;q,t.o ,Гџ11А-сtјq Х==Х (1) 

nt!'mq iz}'OQ' џ fcr!;fi f• О. 

~~н~"'!". ot5/ro 1~ 

Х •2f- f•l Ј /-<Ој 
:: :Jf -f f •36 f >О !. ) 

'::: 0 Ј f= 0 

Nq ,:ttfi ~,." ~~ 

1 =si 2 r '7'f (-f}.:ac:2_, 

feR. 

=Q I•O 

(1) 

Ј 

lz: ( Џ s&ј4'Ф. i (1 Ј •1 .zq 1 '('Ој х (1} =-8 .zr:? l/'0.; 
1/t' =/" .Јё .. (О} -1;6 Xt (о)•Э ,1 /ј· /'!4' ;P<'tS"Љj/ х ('а). 

,Pri/'l?j<!>rl qq /<!> ,1 "a~m<? (:t}" х =.Х 1 /) sro.9o /770t7olo/79 
(џ11kcijq1 /t!!> /n1q lпytflr:zпv f'vпk/jv Ј lj-

х 
=зЈХ>О. 

(З) 
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Scn::;l~ .zomje>I7C"'7 i.:z (З) џ (:2), .sltJe>t:11' 

1 =у {:1) •у ј"' х-! (х)Ј ".;::z"" X 2 i l<o 1 lj.x<o1 

ј' (х}.~ Х~. јх6',е . 

.z>Q-..t/e-~;~ 

~-' (Х) •2::;; Ј Y:reRJ· ;ј у 1 (о) • о ј 

//;': /џ~;fclj97•J' (к)(<.=)' х•,х (f}Jy::y (/)) 

/;"q-' /.z:yoc:/ .)' 1 (О} ј ( pr!"')~fi Q'q .t•.Y (Х) /mq l.:zyoq 

.hi/o .'.~~ req/q- ·џ /Q'ё,/'1'; :х•х (о) .. О·~. )'' (о}-.2; ,у (n)(o) = 
.• о, п >-:2) /q.ko тvnkc/j'l .х•х (f) 17~1'17'1' ;.z;rмf џ kc~i 
t•o). 
::Ьоrо*с/' fc џ у4!'..zџ .sq ~nl't:;f7od;.,i7J XQQ"Qf~c/77-;"!'"/-

.. 177jl!!'h' dq sџ /'lQY~'Jt'( · <A"/cr/ ..:zQ е:9.z/.sА.пс7џ J.zroQ'q 

{'Q'I"Q'n?t:"/(!r.s..f/ .zqф/'71!!' . fџnA-clje) 7· t:t'<? .$(.,1' џs/o)l'i ror:l' 
fcyii77Q' sџ ~zreo'eГ,tt /'оrтџ/~ . .zq t.zroq'e _PQ'I"QЛ!t4'/Qr.sA-i 

.zi:rcf:l,.,e rџпkclje> sqmo <torojl7i; t:?.;?' 17lt / polrl/!".6171; 

~· :JJt:tтe sџ /џqA-cijt!' 
X•:2f-:l~ ,У"" 12.-11 fe (-оо 1 оР). (t) 

. . 
q} ;Vc:;rc/' rc;rz mqke mo170/o/JC'J$Ii f' џnk сје Х • х ( f); 11!" nq 

оsпоуц fogq ц.sfQnoy!/;' lfo#;fo f'џl?icljq ,у «:.)1 (х) ci~ ~ 

/il7i.SLI i<f!'c/I?QCt'rJtt ( 1) ј .:ZQr//17 сх;l~ф'/1 Ql7qj/.,t./ё~/ 1 
l,.z/tt'Z 

;z.q ltt f ип,fc'/tt. 
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h) Oclredt'li izYocl~ .у 1 {.х) Ј у'' (Х) Ј у" (.Х) .:zQ /Q,fo е;е.
fi-?t'sql'f'J' / џп~сј~ џ oпtir! foclfqЛ?cr џ A-ojt'mq .s-rq/:/ ех:;' 

lzroqlq posloji•. 

(Yft,l2e~)4.:r•~(I2J- .:r (!-;) ... (12-r.,)E::z~(f'2r,YJ7. 

==~т l'/t- t2 Ј+ (7-ltJJ .1 (LJf=l-2 -ttJ, 

lo /'"• ое/Уо · 
А ~>О <= А f > О 1 Y.t-1 .Ј r:2. G (- c:::t:l .о 1.] .Ј 

.A.:t-<0 <= Ai- >ОЈ 't-i-, Ј f2 tSf?" "'с::о) 

fj- /џl?ic-/jq .х -.х ( tJ је- .s-1-ro,go n?'aqororю /"1:;)\S'Nc-'"q nq 

razmq.f-'1 (-о::Ј, tJ1 q'o,f ;е- sh-o.go n?o.?Oki?O Oj='t:;JQQ-jџdt::, 

rџ:r rcr.:zmq_kџ Е 1ј со). ;;Jq,l.lt!!' .Ј /џnA-ctjq !lf •х( 1) (ftr~) 

l'f~l'f'Jt:f 117Yt!'r.ri7Ч /t.tni:C/Jџ.~ ·;:юslo "7t!!' sh-oэo moпa/t:::mq1 
q/1 rl7i .s-lro$0 monclr:mi t::t''jt!!!'/or/:. . 

.Х•)( (f) 1 /€' (-.<:t:l1 tJ.j Х •Х (f), ftS' [""~се) Ј 

?rt!N'l")q' rom~J ;OQ/'Q'I71t!!/Q'rs/;t!!' t~t::II?Qr!/Г7t!! ( t) Фј/'-

1?/SЏ ify~ f't.t!7kC'Ije пt!!IZq)'t".rno .РГОЛ?је:Ј??"'~'~ ..r:, ~:о;~ ~ 
</o6ijv 1!!'/iГт7/псо-;tоЛ? pqrt:}'m~rl'"q' . f l.z Jt!!!'<:l"79"&1?9 (f), 

'7 lfqq' .s<~ w jt::'9'1?t::;Cim./ у • f ( t') /r'ZYI'.Ii s111jei'N:! 
f-.xt-t(.':} м· /-=)(2-1' (Х}. 
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slo :z-c-",.,Fnc/1'1 (Ј ,у ... Ј' ( 1), Ф~ 

.)'•)1 (z) • y["Ji1 -t (х) ј 

=1-)(-,2~) 

. •f-X'~~' .2~ Ј 

х-:;-:21 х-=-2 х-о 1 ) ) 

j•2t- Ј ј•:Ј, у·=о. 



'1. l 
1 

· \ Х•1 

1 
1 

1 ,. 
1 
\ 

1 

-1 . о 

-1 

,Zt:t f·1~ '7· џ ;Нfё~/ Jt ·~ (t) Ј furrtfetj!' .. .у•,у1 (~} i 
, • .)'2 (Ј<} . ( J'l'd/ srq//~) Л?сgџ qf:? '"'о/џ st:;'h?o ~~~· .. 

tz.rol:/1 ~/с sи oЬt!l d't~//'7':J'<r""' ..svmo .;rq )(tr (-t:l!:>) 7.h ,;: 
f71'&'v '*'f/ђl$9'~ ~sno o(f' ~~~~. х.,~ · 
.Ре t:l't!:fi'/7/etjl ltprcs 1.z~ Ј r:lo6j~ · .se 

.[' )'.. (1) Ј.' ·:::;,т . у,(х) -у 1 (1) . 
1 ·- x-t- х-1 

= /11"? .yt:x ff).J-,y с~ (ОЈ f- 1 (t<t) 
1--1- 1-1 x(l)-1 



= /1"7 
f-f-

3:24 

'f t i 
t-t 

f-1 

.Y:z (.х} -,:у (t}.:: /lm .rГ~{r)J-.Yf~&JJ 
-'С - 1 f "":1r л ( 1-) - 1 

lr-7 ' 
~__.;.. = - Q:) • 

1-1 

Yisl /:цоф· у " / 1) 1 у #Ј (.,) /")~ ;::н;, . .s-/о 1~ 1 /'оiЉ /71!' /'OS'.Ioj/ 
п/ .У.' (1)· 

'' 

ь)у.:. _1_) .к"" lnfj 
1-f 

. ' 

с)...!!!_ 7 ~2 =I<=?.,Y•b· sмl,x•q·t:04I(/t?f"0,217}). 
о2 6 2 · 

. Rjc:.St!'njt!· 9) (/;z.Q.slo;t'17il'1/ eP/t.'!rt!'nCII"Q'J?j6'Л'J ;=зо /'_, t;Yo.61/t!" .!k!!': 

у-= q slrJ/1 у • q i::os'lj fj- ir•q- (1-cos 1)1 .i .. q s1niJ lrr /6' 

1 
=------

zt-r:r sи "~ Ј 

h Ј s C?t.:/ те!' ( 1 џпkс-/јq ;е- cft.'! //rtisqi')q .z-q 1; .> Cl ' 1 ~ Ј) 

. 1 - :2 • "' •. 7 

У= (/-tJ2 ЈУ= {J-I)d ;Х=-:-1 Х=- 12 ј 

'· 
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y_f: 1.2 rf Ј /tr (C;tf) U ( f; Ф) • 
... ,,~·:i{t.""~)д 

с) Ako .$1!: ~~nqt:!inq ,у =.6 .s/17/; ~/C!'n!>I'Jt://'q _ре~ .х Ј 

.sл,qfrvjџct;· qc:r ј<!' f=x -t (~) {<=~ • .х (1)= t? a::xs-t Ј.., 
.::::7 _y_f. =6 co.sf • f Ј:,. .:ћ/l!"A'!'I?C/'rq-7/77 х•х (1) = Q' СО.$Т .fX' 
~} џ.z "sh,. pl*f!!>!J'o.r/qyk,t qQ' !t!!' f .. ..f-·1 (.t)} .$'~~· /.:::- Q' 

.s/пl· 1~ :- 1 Ј .§ h:> .zc;""/tf!>/?CЛ? q ?r~ lhoq'17/ A'!'zv//Q'/. 
~fr Q's/пt . 

Yk =-Е_· cf.!J ·~Ј (t .:F 0/siТ). 
q . 

.1 
!У~. s#·cq" 17C?ёi'IJ1 parю.rl7iЬJ c(Jft!'rt!'ncin:N7ji!!Y17 ,РаХ . 

=Ј' у.::. ~ (уЈ:)~ - (- # c&l )Ј:.: 

=-: (c.1Jt')i ·1~ 
. ь 

=-- (-_!_). (- 1 ) 
q s/n2t , q .s/nt 

=- Ь~· "__!__ . . {1:1: OAif}. 
Q SJ'n3t Ј . 

?r/mj~q'6q: A"or~skc/' ,..·Q")Т"" /Z rje.St:!njq ;zqфrAq 
pocl с;) Ј '1/"'lf/ci/ ponoro ~~г~~ ,POt::l' Q') !" ·6 ). 

288. lsf'l'/ql/ qtq -"?. zfr/.rQ ( ~//nl:sqm:, ?9/"Q""<!'/Qr.s)-/) 

х -= 1 +_1_ > )' = ..:L r_!_.!_ .. _. 
2f2 f 2 

(1) 

(Ј) 

-· • 



tf>jt!'.it!>njt!'· Pr~mq /or",џ/QJ?79. .zq t:Xrocl tипкс/~ ~lko 
,Pqrqm~/qr-4'ki ( Ylc'/ .zt!?qtql<?.f.· 28/f.), и.z fr/"Q"t?jv q'q /t:!~'nt!' 

{ -r) ;Ot::f/"Q'm~A:,rs-ti c:fcy'i?7i.i'v 6/lo .у • .У (Jt) lh.' iJt • ..f (у),~ /.z;i;W' 

./.~ +х• _ ;:e-;::r . .if-x:Y *' ty4 -.Х" )(ji:Z-iz) > 
з: .У -. х в . .". ј .Ј . : х 8 ј" 

Ј. • • • " 1" - 3 • '..t. 1 
r• .. .srm'l!!'"""' .· х а 1 - а ' х = - ' .)' ::р: - ..,..._ ) 

t .f'~ ~~ 

ј. t 'f: ft' ~ . џ p::?8/l!!'t:/,;ji i.:zrq.z) 1?9'~ sr~/I'Q'7<") 
vr;t:ГO'Yqno q'q_ (-t} .--:-"/. .. (:2), .S.I.cl-

§ 2. 7. D/FERENCIJABILNOST FUI'{KCIJA * 
.1>t!!fihlcjtt '!f.' Zq /'v'J,fciJl.i f(:r} ,.fq~.d~l77o Q'q /1!!' ·: 
cli~rl!!'_nctj'C71:и'll"7q и fqё,t./ Х •q (;fi:o '" лjl!!'l? /'rlrq-

. 4/qj I'!?OZI!!' I"Q'"..I,gq/r' џ сЮД.fц 

!Г?~ 11!' А r ~"Ј ('t!'Q'/QI? · 6~1} q rt#'l?kt:'7 9 

~ r:rJ /1?7Q' OS'O/:tti?џ 

1/m w {~).z=w {-С1} ;..о. 
x•q 

R/~.it!lt?jt!>. ,д-q,Ь:, т l/1'1kcljq .r= .sr/1?~ .. /тq ., k~nqёq17 I:Zrocl . 

q fqё~/ ...r. • il: у,. { t7) • cos i7-=- ~Ј fo /1!!' / t:lf'~l?c~&fnr, 

L/ foj fq<!'~i1 7'· prii"'Q'Sf j'иnA-cljl!!' и fqё~i .х;: i7 mo.Z~ 
$1!' ,Prt!>fs/r:;ylfi џ oh//kџ: 
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f ( ~) -у ( #).,. St't7X- Sti?;/ • ( ~ -//) cos.T'f' ( ..t -17Ј: W (х) 

SQ'jt!} јео ·j{fj. . ~ .. {х) • w ( 7i).., о; pd/o. jt!} 

.slvёqjи ( proYj~~/! ): 

w (::r) = .Sit?.r -.si.l1ll ~ ccs i7) ( ,t i4ll') 
х-Ј/" 

.:::0 Ј (х= 1i ). 

и crom 

Zq fџп~сt['џ ,у"" 1 strд:/ Ј q'OI'o.fпo /t!> · ?ГOr_/t!'~"tft' <:Та~ 

t.zrest:l ц. J'qr5,+; k = 17 { < = ( / st'.IJ .:t> 1) ~ Јх&'н -= -1 ; (ј s111 .:.t' О;/~=:.. 
= t-1.) jt!' ·?Гt!'Л7q Гете- nlj.t!!o 1?1 cfr<::~/?C/'jq6t'lt?a . 

и ~ • 2 .. :( Trro'пjq Ј jv11kcjt::; it:f' Ф/~11'!"n.cljq.6i//?q и ~~/ 
х-:'~ <.о> (З"f'' (С!))~ ј/ (с,)/ <::"Ф}. 

*· .. . 
2 90. Zq- / Џђ,fctft.l f (.:х) :::Q!"C cos 6' .:t" OQ"~;7·: . 

С?) ?oetr~t:f'· <:/e!!f/пt"'..irt:,nos-h', 

.6) .#-џ_р /Qёqkq и l:ojimq /t:f' Ф/t!>J'11Мctj'<:~'6t'/"q_,· 

с} skи,P /qёqJ:q 1../ koj/mq п1• rfljt!!-l't'!'~q6/lnq. 

A'jeltttп~ ( .gq-mi ?ro')t'~"ln'). 

(<:l) Et.:::f~: ./.t/:$f:JJ 

(6) c2•f ~: /Xf< f }~. 
. 1 f 1 Ј (t:J Ез • - 'ii Ј 'G • 

f 2. 8 ... DIFERENCJJA L, DEFlNIC/JA 1 PRIMJENA 

. .. 
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,у .. / (::с} Ј /QQ"q /(!!' {Q-to _POSЉ(t) Ф/(!frt!:nC(Q'f- /џqk1e 

f (::t::) ч- !Qa~/ .R ро r::l'o/ИictJI jevпqk 

А io .sqdQ G/Yt!:c'~o поп.". ,P/"0177/i!'nf?Yи · 1" · k~o q'o- /е 

Х • "Ј' (~)Ј ( $Qjifl /l!l 7 cP/'6,.cf'/?CijQ.64nq /џi7"(-C7Q Џ 

f11:1~~i ·/ .zq lfOj'l /t!: Ј' ( /)..: Я)" ft?Cf'tf> је'!- . 

_x-qi-o /z .х"" 1' { f) .Z<:? ,t. = / .::_;,. fi = / ( /""~) i с'.:е~ / 1 (0 d,f 
/о /t! .slrar,J"}o cl.( "' f 1/~) Q'::c 1-о-о -fqc/ 6/ х 6//t:~- .l?e>.zav.,;s-ђo 
;:'~"Omjt!/?7/yq ( /qtM џ;-oerttJ>п;lf1'n'7 I?OYI'!' /7ti!".Zc:;tY/-!1nO ~~'1-ј'/И!' 

ц o;esf-1'11 .s/џС"qјџ /'?.(!!' ro.i'/ jt!l'if.l'?c:;tk0$f c;f.:t" • 4-Х Ј 1~r /~ 

q~ "" 7". / ( f) А f .. ~ 4 .х Ј 8'7'<1:' jJI7ejt!!'cYI?c:;ttfos/ /t:?.J'I'?Cl j"t!!'C 
пq O.S:I'?OYU' _c't!Pj'l'п/c:/jt!: Ф/(!fre-nci{q-/q )· 

291.2" Ј · . 
@ ;VQ'd/· pr/rQ45'/ .i!,.Y i dl/erl'!'пc;@/'& /џп}сје 

Ј'., .:r 2 - :2х :z:.q proizYйfl'!o .Х i Ах. 

R/ttSI!!'njt!!'. 

4у =(X-tA::c) 2 -:2 (X+dx)- .Х:;.,.2Х 



. 2 Q 
=х 2. r 2.х ..ах + ~::r2 - 2:х:- .2.d.::t- х .. 2::с :::::2.::t LJ.x -2LJ:JC <~-LJ::z, 

(*) 4у• 2(Х ·f} ~.::t +А::с21 {Ау•.2 (x-!).:J.~+w(.r}A~J t:iJ(t) е: 

.::: А.х:)ј' 
с& = .у' t:(:%:1. _, q'y .... .2 (х -1} q.:t: 1 ( <7~--Ах) 

(* *) cf;r • .2 ( .>: -,.Ј ct~ . 
1 :z. (*Ј / ( ;lf- Jt Ј .,$1/j~t:t.: 

4,y-q}- -.:1.ж~ (Ау-~"" ч:Ј(~)А:.х::). 

O<!ri.y/~o'l'7o q'q /t!!' orq ;q.zA-.ft:? 6t!!'.!!1-foлqcrю п?а/а ,. ·

/l<:!ti?q . r/.#"9 r~ и oQ'I?osц 1'79 ..:З.ж • 

.Zq /'rtmjt!!'r V.ZI'I?t'Лю q'q 1• ~.:.а / .4.-:t:: = 0; O'f; /Q'q'O ~~ 
4 у= i ;2 • ~Ofr o1 of2 • о,.,о.". r 0_, СОО/; 

' 
Ау= o,o~olj 

о/.,. 2· 2· о, О/ Ј cf.y = о~ o_.ft. Ј, 
ду - QJ- ... 0/.ооо ( • 

.2) lzrq~џ'?<:rh' ;оп.Щт ·4.7 / Ф7~r~ru:·jal ~ fi-qfi'c/j• 
t_;rf• 2.:z:D-X 2 tЭ. · . . 

Z t:Yh'л? tџ:тd/ rrt'j~c'ПO$/ А у / 9')- -:Zq Х •З i d.:c• 01 оо f; 
ifqo / ~lv/nџ / ~/.<?Л'YI?t,/ ј>rе.-А:џ. 
Rt~n··· 

1 ~ '!' . . 
LJy • (6.:t:::2-2z) А~.,. '<)(7}А..::с1 CCJ(.:r:)~ (6.:::-i).d~r24x.~· 
~ "' (6'~2-:i.:c} A..::r:; 

о/ - cty "" (,с) (.:х:) .LJ .::t"; 
Ау"' 0 1 o'fecf7oo2 _i о/• о1 o.t,!.O. 

Af"S'o/t.vfl?q 5're.i'kq /Ау -~ / = о, о оо о 17 оо.2 
1 

q r•/f:l'lfrnc; 9ref.e9 / 4.У -Q'y 1 .:: О; os. 
А .::с 

з) .tf"oпsk&' /оrтџ/џ / (ХтА.r)~ 1 (.Х) 'f /'(.х) 4.::r: Ј 

:Zq fr..н?zfCiju / ( ..r)"' /JI'7.::C; t:(c!)l/eл,c; 

..... 
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.Е/ ) 1 
jf4"r ~~ Г (::r = ~ . 
Zq .r:'r~'n?jt!!'r uz.I'J?/rno .х •2 / .::f::c- о/ ооЭ " /Q-t:ft:t /f4" 

/q ::;,ооЭ -=/I'J ( 2r о_.оо.:Ј):;:::,:. (172 r f· ~ооЭ 
:::: 0 1 89.:JfS т О; OOfS • O,~GS9GS. 

q/'ц.sq /"- З,- 0:2 С/11. 

-<'ј~л;е. 

Ко,-,;s-нл,о rorЛ'Iq/V ZQ' pol'rs/rщ J.rџgq 1 1!· ,Р ... J/r
2 

( 

(Р~~2~~ . 

(./.z t:~f ~tiii"''?O r",. э / А r ~ q, о2 Ј /qQ"q. /(!!' А 1"' .:::= о" Р • :2/?"r • 

•Ar- 2Т. .!Ј. о, о2 • о.; t2?/:. ,Р (.з, о::;)= ~(з r о.,~ t::~2) ~ . 

::::::р(а).fР'(Э) о1о2Ј .Р.(Э1 о2) ~ .9l/1'(),-1.2l/.r::.!?/1.211't:PJ~ 

291.1~ · Ya.i~ .s-lljt:'O"t~~cfq OS'oh/nq Q'l;k;ti'/?Cijt:l'/C: 

А_у• С1Ј' r о (сј') (• О (Ах)1 
( f' (XriJ.:c) ~f' (.%} /"" (.::r:}d:c)~, 

ako ~~ )' '(~"т' (.::r:} ЈРО) // '/".:t') ј<' СО Ј 1· 4)' ~ ~ /сте( 
te ,d.,ж q'OY011'1d Л?С'/'0. . 

292. A""or,sf.,.d/' stt oS'Obl17c'Jrn Ау~ ај--, 7'· ~.,>h?lrt?
i"t:!i ;::>r/ГC~s/ ;;t."џпkc/jtt <:fi/t!V~пcJo/cm ,'ZI"Q't!v/?oт/ 

rr7't!'ohosl' /v/7.-fC"Ije у• s/17.:::t: .zQ' ~'"71!!'e:t'пOS'I'/' A-o/tl' ,sџ 
Vtfl>Omq ,6//.:zџ б'О~ п~ . 

qJ so•ot 1 i h} б'О 0О.2' ј С') &о•оэ~ ( /:l.r:т. .. )· 
~jt!!'st'!V7;e. ;f"'q-fo /е .у' (Goo;.:::: ($i~~-soo • cos GO".::;.r~o 

fo ј~ џ .IQ'~)-i х • f5'0° = Е. : 
' з 

Ау~ о/ (х.,; 11 ) ==у' ( ЈТ). д.:r ==_!.__LJ.:x 
- 3 . з 2 ) 

·r..rr~'~-Ax)=f(~}+ /'(.:r)L1x)) 
• --.. - ··-=·~·&.:":"!'"~·~·~; ··-··· 
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1;: ,kQ,.fo ;е 1' = Тј 1/90. б'о), .s/1~· 

q> slr? GO•ot~~~"._00 o+_!_· 77 = ,ff<~-_t_. ·11 • 
'/ : ~ .. :~""·' 2 /80. GO · .2 2 /80· 50 

ь) .si'7б'0°02 1 'Z SliJб'0° +_!_ 2ii :: Vэ,.__t_. 2# 1 · :; teo. so 2 2 t8::1· so 

с) Sill G0° оэ 1 = Vi -г _!_ з ЈТ ( ;lt:f. . :) . 
2 2 teo. оо ' 

293. А*о ј~ f'џп;fC/jQ 7 •f (:z:) Ф;/'t!re,.,c1q/,i/J7q '1 

IQ'ё!:i х • о i. qtfo ;е /'(о)? ОЈ /C'e/Q' !'QZii. 
;;).:у (о) =cf)' т о (iff) (==О { iJ;JC) 

f;· ;:и·lrt::l#l /t.;'п;fclje J770Ztt .5'1!' nqt:fo/17jesli.l/ ~y.-11:!"1'7Cr·

/"lol'11 1/1 /'(.::r::J.=/(o)r/'(o).Ji rx~.4:r:). (~) 
ttort$/~cl· se lol'f'! оsо61/!ОЛЈ Ј qЬ~;f· 

<::?) ( 1<f х).., -:z 1"" ~х Ј IJ. Vi;Oi ::d,. '1- ; "'О!- fJ ОО5ј 

t:l) .S/I?:JC ., х Ј Гi· S/J? э) ~ э ii = о, 0008 72 ; 
fSO. 6'0 

( gcje sџ qqlt!! C':J'/'~'O;fs/IТ!qc~ џ/о#;(о .hofe- и..fo~'.fo 
j(fl х Ј'11спј«' /'о ~џ/.-,ој rr'jeq/-?os~/). 

Rjt!!.it!!-"j(!J. с) On:tje /:z /(::с) • (t?'.t) .-<r .=;7 /(о):::~ /У'о)=Ј< 
k t• 1 pt"tfll'ђQ' ( 1) . 

1 (.:r) :=:: ft.."ч.::c / .i.f.c'. 
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(-') 
.stпo= о ·Ј (~ln~) 1:f =::::? .rit'l.%: ~х; 

х.:о 

~) ( l9.::c)' = - 1
-- lgo-=0) { lg.::c)' .::1 ~~ f,9=t" ~х . 

СО.$ 2.;r: Ј "': 0 · 

n · х 

29'. · .Зo,.fqzeill Vo..,.,.x -::::.qt" mr"·' (t:? >о) 
!!Ј'о/"' Jt!t Је .. о ( q). l'l'omoc'џ k /OrН!e.il~ S/'t:!C'-(.I/'1qr/ 

Ч) if9; ь) ViO ј С' Ј <;;оо' ј с!) $ОёЮ, 

R t~4el'!je:. /fo:zmofr1ЛЮ /(.ll"')cljq. 

f (:с)= \!qл+х •q!!Jt.,. ~ ( q.>o). 

f' (.::r:) ~ f (о)+ f'(o) • .r 

1 
! 



эээ 

( (./ zq!l'"<:?~t?/?1<? ј~ /с;ёпq . yr1~o.r.l С"' с nr::r ~~ 
s(gџrniђ a/t:trq. Prcrj~rl/). . 

295. Oct'r~'fi i:zrcQ' /t../п..t-ctj~ . 

f (х)= (f-r х)" (п('~' r:t )?о _pюmje-r:J?'inj f .. (l"'.r)~ 
1 

Rj.-,.il-'7 i"'. KqJ:c jt~ ( r 8 (t -f ~)"е=> ,х • f 71
- f) 

1/ (.:r) .а d'r - t:rr • ~. i= r!:t: (.:r:) ,. 
· · dr <:1'.::r: olf t' 

~ .~·· 

=>!е' (.х.Ј • n~~:.~;"-f !п r t+JI )'+ (tr-"Jп -т 
п. (trx)"- 1 

" . '#!n(trX)т ij'. 

§ 2.9. DIFERENCIJALI VISEG REDA 

јЈ-.6. Ako fџп;ft::/~ )' "'/ (х)_{ de/t."/.SC-'1Q 17qf<:?.,6..J) 
ii71C1 tfC!'!<:?C'OIJ i.:Zvt:;:n:7 (/ .$Yt:y"fo; /qё~/ ,х е ( cr1 .6)., IO~ 



334. 

ј{!Ј ( q/t/~r6ncja6///'/t:r ц ti7f4,rrqlџ {с.;6))Фј"~~/'/С~! 

~~ rt.I/'/~C76 Q"t!!' /tl?l:s"0'/7 Ц .SJ'Q-f"/ /t:;'(!l~/ Х G' ( Q ,1 6 )Ј Tf:?,l:o 

qlq- /f!l' q/y• с:/'/' f.x~ XG { 0',~6).7 41' /' (.rJ.ql~, .· 
··. 

Лor/.rkc~ goг"jv <;1'6 f'nic-~jц Ф~r~/1<:-jc/q ( r'~'"'c.s' Л!'Q"t:?) 
/ ri!!!"A-Vr~пfпЏ /о!"/"7џ/џ .%Q et//41'1f!!>/'l?l;t't.:#4f19 nl't:;Jf:,(/7'Aj 

('fпe.f:2.pJ) dy =Q'(qt17
-}) (1) 

vq.z,· s!tj«l't!!'cq /e1rmv/q .:zq o'!'frr(l'nC!ji?f п-109 r«Yq 

(у" е f1,,o Ј) e:l".y •/' f'"')r.:.t:)ei~17J ci:r 11• (~:z/'; {2} 

qJ:o fvnl:c/fq ·,У • f' [.::с} 1"17?q . ,~ycr:/ f*' ;"-~ .. rt!!'t:?'e/ D.Co 
fv171:C~q lmq /.z;qq' .t:f"'o Ј"-~ Гtl!'ql!::r.J ( :ZQ Је 6' [ q 1 6)} • 

. J)okt:t.r '~hc) jskt:l(l$/ilt m~hjl:f m_t;f. /rџ~'иkcl(~· 
297~о .Т/о jt!!' Q"p_k;.ztPfO. formq 
c/1/t!!'l"tt"ncljq/q ;:>.r:Jfcg . rt!C/q /r?Yqr'/a'f'hi::, j't!!' ц Оf:?'/"ЈОЩ 
17q s"'/•nи r:'I"'I71jt!!';j/j/n;.J • ..3oitc.f/· Q"q J'q .o•c6,nq 11(!' 

Jft:lz/ zq o'/~r6nctjq/ л-~ rti!'Q'q (:/7~::1). · · 

"it!hпjt!'· L qA:o st!!' u'1t!!'rl''lt· Q'a osc6/17q //7J"Q'r7/1-?~· 
for~ <:fi'/"tt!'/''lfl'I?Cija/q '711' ~ тetf' .:zq 17•:2 . .Zt:#S'/q 

cf ~ = р"2 (т r -'1: Ј Ј = f"' (.з: Ј t:?'::x: 2Ј { f} 

smjt!!no"., ..t' - '7' ( i ),~ gqJe /t!' '!' ( f/{.!"'Jf{Zt"C/jлq cl'rq 
pvЛ':I Q"lrert!!'l?c:Jq/qq. j'џl"1ti-c:Jq ;:УЪЛ?rf'"'' ....; ."._".,Q,."o 

.r·l' r~J- г Z>'f"//J-~ rtJ" k t" 

о'2_у = ;; ( f) r:/1 2 
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=( f ff" (IJ}j; q;!J 

= { l}ltl;.'f~)7 1/ r r Ј ј '· 17~ 2 

. =( f; С?' (f)]1{2 (r}-tf; ["7' (ГЈЈ~# fr.J} t:l~:; f,. 
cr'~· f" (.:r} [' 2 rtJt:ll~ r /'r.r} · t" (1Jcll 2 • (~) 

/:z. Ј( lll 1 ( () = > t:/:%: 2 
lll 1 12 ( f) с/1"' Ј 7: t:/2~ =: i'll(l9tfl2 ~ fj. 

iZ (2) . 
=> c:f2.r • {'' (.r) с/~.2 'f 11 (:r) q2:r. . (3) 

Џport!"t:lvjvci (,-) i {3} у/О1i'Л?О ф /О.rЛ'!О c'rGI.!JO..SJ q,·

r~r:ncljq,Т:, l?ijt!" /J?Jiqr7C'/7"':' ј P"J:l'-1~ ~ l"t:?ZЛ~q 
f ( ~) r::/2 ~ (\=Х .. / ( f) ) ) .s-iЬ jt!" :, iQ't!"nhf:!:~i ~~/Х?":О, . 
1-,vli so-mo. q~c је ~ (0= 9'/r.!:J~ Ј./ d~ Ф/t!"rt!V7&jq..) 

.zo rQ,r/i"kv оо'/'~""'"$; jt!> .1/?rD-r/jonrt?/? .s~mo v co'rюsv 

I?Q' /lnt!IC?/"/'U./ /rQ"/?STOrma<:Yjv /?t!!'Jrq)'iSI?O ~7'/?~,r~. 

{&8) Oclri!Jcl"n· Q'l /t!lrt!"I?CIJt:~le •· . 

~r::l4y .zq ~ • .sln!J.:x:~ IJ· qt4 (s/n.2.::~:); 
6) t:l" ( .s/n 2 .z) ; с'э { t::t::U' .2 .:~:.). 

v 
Rj•.l"•!"'jt!!'· t:r) ;:!ll"tf!>Л?q. c'l/lп/c11 t:l/'/t!"rencljq/q /11!1 

;;; • .r~ q.;r / c:i'}· q' (ti'"-~.!..1 (п ~2)_, 

=:> с( {4>1173.:t:). 2Ctn!J.:t. ql.:r.-> <:~2( $1'7 ::1/:r). " ( 2t:'t'4!J.:t:~t;Ь:) "' 

==> с/2 (sit?.2:rJ.• 2 (~fJ.::Jc);. t:f.::c 2•- 9s/I?::J..:r. r;'::t: 2 =.> 

=> d 4 ($/,-,_:;~~) .. t7(-"rsl/12o%')·~.::t::2 ;t, -9cos2::c. о'~В. 
h) .s<'J'd ~~· . 
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о/·3 (sin ::l..r) .:= ( Si'7:'1.::cJ'; ti.z3 Ј lf· 
. сlэ ( .s/17 '.2.:х:) s -~..rti? ::1.:r. q/.:l:'i <= ( .st/; 2.::1:);-' :;:- f..r~"::~.z). 

r'ol/o ~~ .. t:'O$ ~..r- f-41;"2,:,: => <:1 (C'CS ::2.::r)•-t;f,(.r117::1.:z:)•> 
-=> q:l (СО$ 2.:с)-- <:1!2 (.s//7 2.:~:) .:> q'4 {CC'S' f1.j::)4:!-0".3~f/;2..:c). 

= 'r ol'f''; .2.::cq.z.В, 

х' У'#' 1 
х'у '"'"~- уi'.х'э-п:::: о 

. 
) 

{пеN)ј 
(t) 
{2)_ 

Х 11'.у' 2 f)'#1 .)(' 2 +Эх!'у..-=О ) (э). 

gqljt~ jt~ /џt7Acjt:~ ;-.-/(.:Је}: 9"•/i'nt.rqпq џ .щgЛ?еп~ 
L '1'1 .6 :.Ј; 'fri ;ец jq Q"/j"41'rt!*I'?C/ja6//,.,q- /l,.lпAcljr:J џ li?~Ч' 
(<?) 6) {~;#<•>. . 
('!'.:се (t:r)b)) (3r'(:x:J) f;(:x)) /"''(х) /т'' (х) ј< со); 
f' (х) •у' Ј6 о .za sra~o хе (с" 6), (;t х•/ -'f.y) је ll'!l"e.zqq 

(ц;,,l:c7q /цпkcljctt /'i (х ('7).-.x/rr)" Ј" ~п) "'.Ух(п) УпеN). 
;fj,8t:rtft'· /'r~mq dt!,f/''11t:lji ,t:r'i/tt~I7CIJ'Oio i~: ФYtt~Jc-1 

/цл~сtјt: t•l' (:х} ( џ./r:.rc..l:/ .х) 
С?)'• f'{;;c} q'x •)''d.:x:J .. (tr) 

/t. c/iftll"t!лcljt:~f /цпAt:'ljt: Х•/ _ _, {)')(ц /f:;ё~/,yJt:t;''(~)) · 
1 r , , · 

. q'.z: .. ~ 1- r у Ј Ј о/ • х ' .у. . r 'lf-) 
Za-t·r'/~170/'71 vrtjeo'пc&l/ .zt1 o'..:r: /.z (*) џ (~) Фmје stt 
t:fy • .у 1 (х' qy) -:z у' .:r1 t:1y. ;:>DS'Io рс pn!"t.7~.s/r;JI'ck У.::сЕ 
((;t,~b), у' ;l:o; Го jt!> о/• ,Y'd:r_,lo (<=<:l.r""") ~ /z 

pos_~(;t'/'fjt!> j~qfrџ-:r~osfi s/t'j~t:f/ <:la jt~ /tN1'/?t:?..tosl' ( t) 
lt:tt:!rx:t :zt:~ У .к'!' (<~Ј ь Ј.. · · 
~OkQ':Z, j~t:f''lOкOS'/-1 (:Ј): 

..Jt~t:/t·?t:rkosl ( ~) o'okt;.Zl?CII"tnc · c:ll/t~rel?clrc:t17jll'm jt!'dnq

A:osf/ ( t) ;ео х ( il/ .У )Ј YMt!'c/ rос!џпа о /om~ c:;YQ 

1~ ·,У'"" У' (.:r) / х1 .::: 'Р(~) (<•у • ;1' (х) 1-:..r•l'-t (у). 
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IJ· 
. t:/.:: . (У' .1 х tl) -r :: (у'') =о. 

~q)~ ~~ .~. ( .У')==)"НI / 
c:f.a: 

(7) 

__!!._(.У~" x')=xN.L (y'8_}-r.r'"· t7.Y ~~ 
c:7..t: ,;7~ · ciz cry 

=хн. эу'~ J'·"rl'"·Y'· хн'/ 
}о stt .z'1mj1!>11Мl ""'* 1"/!'.zv/.lqA;to v (7) 1 Ф61јt~ 
xNI у'~ fo у• fo 4~' Ј'н y'.:l JtJ:: О ј cda~/11 J=~OS'/jll т_пc.:lt~r'fq 

SQ' ~~.:1. (-=_L_. <= {f Ј i ,У' ~О) /.z/qz/ l~n,h/"'6/ (Э)ј f./.<i. . yz / . 

7.3061 Ot:lrt!'t:/if/ .t:(;/t!'rtll?ci)'etl n·- fo.9 rt~q'q t:l"y .99'/• jt!' 
&х."- 5-t'.,..:;· (п~N} i · 

ј/ЬЈ Ј!"' » co.sx. ( 11~#); 

С))' • t!' 11
,1 Џ• Џ (.%}ј zq 11• fJ :Јј ЭЈ Ј,< Ј 

t:() у • и2 Ј џ• џ (.r); zq n• '!., ~Ј .IJ +. 
~jt-Jt~njt!'· q) Jtq..fo jt!' zq ,y•.Jr6 - s.::c t~o 2.1 
у' :11 э:z: 1-s; ·у'= G:z:J у.." • GJ у (А" Ј =о Ј J'k>.l (/ Y:ri'A') lo 

;01"'4'11"/Q q'r/i/7/t:'t/ q.;fi"r~.zq/q cr')' • Jl (~Ј') q~ Л =:> c:fy .= 

= (Э:z:# -~с;У-1;; ,;77 = 6-zq'.r:l Ј t:?'$y•6cl.::c" i.C7"'7•C> :Z'? nii::+. 
, h) SQ't:/ /tl Ј prttmq .fe1.6nif.zorcj ,Есслц.Ш: 
(х c,os ~Ј (~t): Х (Cos х) (~t) r п:с1 (t::c~ Х) ('1•1) 

nll -
=Х СО$(Х.,.2 )_.,.. Cl• CO.S{·~.,.r/7-;;;) 
:=Х cos(xrny)+/7sli7 (Xrl'!-y) (YneNj; 
/4- jt!* ?remq clttf/,.,/C'/'' Ф/'t!!'rt!!'l'7cijq/(1 _ 

cl17 (~ cosx).>. (х cosx)fп)c7..r/7 =fxcc.s(.x.,. 17..!L).,.n· 
, . . 3 

.sin(x"."; ЈЈ (Ymr-V); 

~. A""qtfo jt!!' /ormQ Ф/t~rt!!'nc7clq ( j='I'I'Og r~) ;/;n;пjt:~/JII7(?_; 
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= У ~ а'.)" •. t:/.::c ~ r х , . ti.Y' 
ely f?'y t:t~ 

=у'~. х 11 
.,. ~ 1 ,у"' i (S) 

gt:lj~ ·it!!' 1..1 tirvsoj jttef'l?t:?~csl-/. t'.S'I:ort'.i/t!!'17f:? Cl't::>D/179' 

q'qr s~ sc, Ф/t!!'r<!*,.,e:tjt:tloЛ? Л'1oZt! ?oslv"ot:?rl A-t:to sq 

A:ol?ccni"7 /'rlrc.slon?. fql:o ft! 
~: ~ • c;f..%'

1
) ,oo.:ffo 7'11!!' ~ • T 1 t.:J:)q".:c 'f*O,Prtll'l'l(;f 

t:J'.:r: ti.:z . t:I'J' / ' 

f'~"•l;oo-lk!Ycl 1..1 .:zt:rt:r't:tl~џ. 

Г'rt!l"'?q (' s) ( / ( ')::: • о'? .s · О) lz ( ".) фJ&~"tt-ЛC',/rc'?ft!!'Л? .f'O 
c{.:r; . . / 

(6} 

oct't:?A-/t! se ~os(/t!!' mno.Z•")q .sq ,y·t п-2 (- .x'~-~(iJ) 
q'oD'/i!' t'Q"t!!'пlt'lt!!'l (2 ). . 

J>o~q:z /Q"tN?.I-IIt!lq (~) /zvrZII c"t!!'mo ;:>oid-.Zt!c? cx:f. (2)) 

l'!t:l s/t't50"I'J 1'"'14'~'17 ,kcro ~fo. ..1'11?0 pc/<;r.:zeacl/ ot:/ ("'} cr'o
,t-qzq// it:/~t7J9kf (:2); 

.:!J/~rtf!OI?Cir~l"f~t!Л? /2) рс Је Ј sнjt!!'c'J ( ZQ' 17 :=t 3) 
(у'Э Xll+;y"}f:r, =о 



17iiOYISПO ct:i lc!JQ .Jic /" v • џ (х) 1 /mqmo 

с( (е")-= (е"); с:;У"·· "" qv. 
Po/gzt!'&· oc:f·;~~~hc7q/q ;0rros .rt!'cq i s/џ.Ze&· ~ rstvrenfnom 

/o.r".,v/CI"f'f Ј t;Yc61jil.tno 
q 2 "" ·JI/(:1 ( '* ':)",. t:l (l"t:tџ). q' {tP v;. qџ r'tP"c:f (с:fџ) (<:-= "1'(/.h}:: 
•/1q'f-~' /t:flf)::: e"c'v2rt!'"tfRv (<•eт'(Q'v)•Q':;џ); 

le је nq t;,.Ji' nt:l&;, · . 

с/3 "".:: q (t/2 tP':) =. t:( fev (t:lv'"'t!"v)J = (clt!!'") · (ti_v
2 r.cf2џ )-t 

f е "(ј' (c'v:lrtf,;џ) =· tP"'c'џ·(Qtv2r е72џ) r evft:l (t:?џ~'f'ti(t:l"v)J= 
= еџ ( е;!џЈ r .Э<fџr:f2 џ r Q'8џ); 

f'ОПОУО nt:t ISti nqё/1'1 је . 
с;IФ t!""" q' L""' ( с:;Уџ.l r Зс'џоl"џ.,. q4џ) Ј= ( r;lt!'J ·tftџ•r ~clџe/13џ'ft:l4o/;. 
t е"' с:1 ( t:Тv""" з t:f(.ltf'"џ .- t;11џ )] .:: ""'t:lv· (t7v"' rЭqlџtf':;џ rt:l3tj)t· 
r~"(.9t:fv 2Q'"џ .,.З (с12џ)2 rЗt:7щf1 vr q'._v).h. . 

gc/j'" /" ,P'"I /ZY~I'1j't :zqr:fnjt!' Jt!'t:fi?Ct/:osf/ џ,:rе/о Q'g yqzi 

( ?'"".-je.r/ .1) i . 

c:l f"t:/џ"..J= ql f (c'v):J"" f (<t'v_) "Ј' q' (О"· џ)=-?qv'7-'·с''џ rY~М"N) • 

.z>c,Ne,. /'" . . . . . 
a.,.t!", 11/t ,., (t:7џ 41~ 6'с:;Уџ't:Т:Iи ... 9Q'cк/4tl r.:1r;'~v!l .. Q'f'џ), (#~ /" 
( qt.2 џ )2 ... ql~ џ'). 

cf) Sqq' j(ff с;(џ 2 ;qt (џV .zq y•f./: g'(vfl_}• rvv~.rrџ=2wv) 
ft!' .skjt~t:f'/ . ·. . 

2 if (џ2)• q fq (v:V.J•cff2uo'vJ•.2q!fџoluJ= 2["'Q"v(t:lџ) r 
r Џ• ql (c'v)J"'_2(c-Тy!lr џq2џ) =.> ql.l(џ,V = q' /"2 (Q"vfl,.џol'2c.;)J· 

= 2 fol (C"v:J r t? (vc1'2 v) .Ја. 2f2<Yџc''lil</',..qt.F· d 2vr vt:Y(t:72џ_)J.:: 
""'2f.Зt:fw:1џ".~4v.J/ .:::;.:> ot• fџV•olf2 (З~2џrvdэџ)Ј= 

"'2 fзQ' (C"l.h:/'2 '1).,. 9' fи?"v)J"" 2( з ["сТ (o'v)t:;f2v-~' t:rv с1 (Q"2џ)Ј.,. 
-Ј- Сdџ·~1џ r џq' (d11џ)Jj:::2(.Э['Q"2v с/zџ.,.q'щт3џј',..{"с:lrд/~џ~ 

.,. џ с'""'џЈЈ.,. 2 (зQ'2џ 2 .,. '/Q"и;t.lџ ". џqrfv ), ( t:Y2 v2= ('q-t2v)2). 

P.r/Л?jll"cl6q: P/"ol'jt!YY' q'q .п- d"' ( џ:z) mo.ie- do.6ii-J nq .s,4·

jt!fde>c'/ ,nt:~t:!',;,. 
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·.Ј. ,. ' ../:'. /.' ' ( :1} (~) ( (lrl) . (*) 
.Р~ЛЈС( /1!!!/oпi/'JOJ'Of ;OrЛ')Џfl р!! Џ / . = Џ·V) .:::џ ' 

· џ.,с "1' v'4' џ'+fS"v"v" ."..У џ 1џ"''rvv lf'J= :2 (џџ(~'Ј,. fџ'v-"+4џ"z_j. 

Zqft:, /' 
q'~ (џ2)• (w~('*'Jel.:r:~•2 (щ:f"~'c.t,..7'r;f''-'q4џ t'-.Зi:filџ~). 
/YQ' /:SOI/ пqё/17 pro"f-'~'"/ Q"q ~ ( Yl?tr#) 

. q'~" ( џ~2Е ( ~17 ) ifkv q".z?-A:џ -r ( ~")'ift n Ј 
. А:"•О 

q:211of'f r џ~}=2i (.2';;r f )qtkџ t:t':Zn-tt'"'~J .:Jtf/tl' /е q/оџ ... џl 

q'l1џ1'7• (t:f"v}". 

r!'i} Oqlre~'l;· c;'/,(t!!'~'"t!'Г/C/7t?/ n--:lo!l 1"'t!!'q9 /'џi?A-cjt!!' ./"".s-?):1x. 

~ft!llltmje. ~q,Co ft!> -
. f'• :ls//1 -" Cr:JS .~t;";!'/"7 2х ~у' •.2 ~ ::?~_- ::?s/?(2.:r: r f )) _ 
./'/..,..у. COS (2~ .,с-ј).: 2 2.s-;/J (:Ј .х.,. ::Ј Ј);..)' (tv}.::r ::;а.s·д;(:2.:.:с":3$-)Ј 

/о /'t!' /7 -1< /_xyOql /VЛ~С/~1/1 . -

./ (лЈ..,. (s/i?:l.:x;/(л} =:2л-' St'/?f.:2.x ". (/1-1') Ј Ј,~ 

.f!!. Ј-' Ф/t!'l"'t!!'лc7qs-/ п-!Ь.9 l"'llol<.; _ 
c/Jt• У (л) е:~.:сп~,::;п-f.,,"Ј L:2X+ (п-Џ; Ј· Q'.;;t" ~ 

dokozt:?Jf· ifq ie: tf'r ( .:r) = о.) .9o/t~> ;е 

f (.r}::: ц (у t:lz - z cl~ ) . 
r:lx da: 

~j~§crмfe. J:z (2) sljt!!'cl/ 

{2) 
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/ (.rJJZy· ("':.: )-z (џ :· ), 

f/ .· . ;_,,._,!·. 

f'(.:x:)•yL(џ.dz )-z.L(vd.Y ), 
cl.z ef::r: c'.z Q'.:r 

cx:fq;j~ jtt ;:'rtl'л?et _(f) : / 1 ( .r) • о_: .Zqfo је 
'Cf{' (Х)= f' (.х) ql.;r • 0.. · 

З О 3./:zr~z,;J.t' Х1 у Ј у~ у',~ y .w /'omcu:fu h Z; z/ z;"' z/' q..to jt11 
f•)' 1 Ј .Z•.Je)''-y ј . (t) 
o-'-

7
.t!l v'-~ vll- c:f'} v~~- ol".r :z'-·oz zll-d:l.z 

,Ј''"' v - cl.:a:: Ј .; - ef.:x:~ '.t · - efx" 1 
- efl Ј - c'l 2 ' 

z"' = el"z . 
Q'l' 

Л'jt~i•лjtt. .])! /•rttиC/rt:ИjiiЛ? jttcfпt?kЫ'/Y ( 1) ?о 1" ;й~"~'h'lj•

n;ц;vc/ pl"(:lyi/o о Ф'/ttl1ff1"1Ci/'iarl1jџ .s/cZt!lntt fvn;c/tt; 1· 
yoq'tt~· rqёџ17q qlqo /t!!' z • .Z ( 1-); ~ .." ~ ( 1) 1 ,t/ у• .,У (х (t-) ) 1 

r ~=у,; r ~ (r Ј Ј t'IQ'.) rtchtj" St!!. . · 

1=у~' cl~, :z'= (y~+.Jt)'~~-y') ola- =хун <ta- • {::2) 
c(f q'f q't 

lz jttt:f'n~~os/t' (:2) .f'/tjileft· 
Х. • :z~ (З) 
~~'fttrtl'I'JC/rQ'njtti'I"J {Э) р~ f => :~ .с:: .z_,..1 fj· nq о.rпоуџ _P"''Ie 

o<f reant~i:csll (2) 

.-z.11: ...:! (11) yq' 

.])tjerf!!'t7C/rq// .se (?')рс 1-•>.Z"=:...jf:. ~.Ј ,;;;· n'l OS't?orџ(2) 
У"' z.w =- Ј''Ј. . (s} 

.:Jq,f'/~ jf' Ј (.ol"~h/~ ( t) ~ (S)) 

. .,. 



З 04. ;t'ort:s-""&· .$'t!!" L e/bnil.zovcЛ? formџ/o#J ·· ;z.o л-//~ 
_pro/;z vt:N:;t:f fџп-fcijt? (f'o;fq.zali j'o;-rn((/(,1' 

-.//1 ( ) .;.. {"'} n-/ . .. , . 
Ч U•Y .,1~ i с{ v.d'v(t:/it.aUJq"y".y).· {1) 

lt'JttS't!!>~'"/t!!'· ?o/t?:Z6t:fl t:x:t' L.ttiCn1'f:Zo;#!!' f"1"1'?7џ/t~ :zq л- f; 

/zvo(l' · , 
(") 17 (л-t') (/) · ( (о) {()' 

(џ .. ) =,L (7)v v и ::џЈ у :t= у) / m?~"l'l 
tiro 

.J'/-D jtt eкv/vq/ttnмo ~ formџ/aНJ (1)" -+ojw jtt /ћ!*Мiо 
t:fo,.fqzqћ'. 

''· 
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~ 2. 70. /ZVOD MATRICE 1 DETERMINANTE 

Vo.ie sf~C'e formv/e : 

z. :~ ~ 1 ';:ј 
'"'n 

ј. cf c:tA .;. Q"S 
r:ta:: (А +В} = d:t: с( а: 

r:t 1"'. А q/A • 
cl:x:: \ с ) = с qt_a: 1 

~ ft' : А ( 1'/ 8) 1'79frk9 ~ji" 6'1./ ~e11n· Ф/erenci,9.Ьi/ne fv

n*cile pro,.."~ntfwtt .:а: ( trQj'r. А • А r:к:) ~ 1"1t:f7f-tot:J t"'n~j9 

Q.ij = q.fi (3: )1 t.' с:: ~ 2, "' 1 !1"1 i ;'• f, 21 "' 1 11) i с J't!- ,Pf'O/IIf:Yo-?'п9 
/Фn~tf:mfq ј се= оС{.:Х:) 7'<! Ф/ert!'nCtJ91.>ilt7c; ,Jqi!~tj9 (94:/ЙН9119' 
i o'iferenci79cill79 119 t6-!Ь1'7 !'q:l'.."19.kџ /'IQ "tol'?e ,. ~nA:'cl'ft Q.ij с:к:Ј, 
М::1 onQ.Jr:x;t:l17 nqёt'r! o'•/i171'4-'; 4'VI 1' <lr"'9/ 1 . frJ1: ifet. i•rO<:t 1"'!9/ric-e. 

* 305. ~· prl izvocf "..,qfr/ce 

А • 11 =: . :2/1. 
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х2е2:х: :х;$ 2Х 2 f 
.lte (xr2x-r2 ) 2о:х/ 1 

1 о!' 

с/2 . х2 1r х 
-г Vx2

r1 ·V(x:zf1/ 
·ctx12 

Of'C$"1n2 = 
v'c1~;·/ 1 

2~:::с з .::с 

tn(1-.x) 9·2 Lп2z · 
(1..:..:r)2. 

1 
.:rq .:се(-~ 1) . 

2 ~ t 
Rje-.ien;e. Prov;t::r/: fи?kctjё:t qrc s1n ~ cr'eftn;$QлQ ~q (;) .f f1 
r.7: :zq .:с е[-~ i/2}1 ifFJt:r Jonqёqn prY,- txi!O<:Y' (cltjferenctj9.>t/m:, 

. jt~} / iгr1q clr"9'. fzyoq' ;,..q х е (-~ V2) ;. f"лkc;7J:? ln ( '1- х) imq 

clrvr/ i:r:vocl ;Jl'Q .svq):o х<: 1
1 

riok sv о$''19// e!el'?eлlt' 1"7Qrr/ce c:Wq 

pч.fq dt1ererx::i71:1hilne T"'nkci7'e' :rq ryq/::o xeR. ·:Гqfc је q'qfi;> tr?q

lrir;Q' clyq pvlc1 <:ltferenci-j:llнiлq .;t'9 . .:се (- V2, V2) n (- 001 + 1) = 

=. (-~ 1}. . 2 

А Ј. • - . q'aij . . i. .~-. • 
"'о (;е /:JI/'qC'h7q -- ( (,- 1; 2/ .!1 i г= 1, 2) 1 /QI'"" Је _.PrQvjer/7'/ 

. ct.:dl 
q'q · !i: Q'o 19 ;eotпq ,l:osf fcronq. 
}qsno 1· ;rq ~fr/cџ А = ll Qij/1 т, п, vqz/ 

~~ · 1/ qi~;J ~~ (t7keN)1 
q. . /Ј ctx /"1'1 n 

' . 
q~· sч ekmenfi aij J71(:1Trice А k-pvf9 Фfe.renciiJ9hi!лe fч11*ctji:> 
179 пе«Јт r9:z_.-q~<,~ (§fo лtје fei",.i:o l'royjer/1?}. 

А,Ф sv 1779/rA::-e А i В ё!јi' ~v ekmeпh .. Фfеrелс;ј9.Ь;iпе ;"ul7~ct'
je ос/ х ,· 9"fo Sl.l /zvor::IJ;iYe no~n9oeпe 1779/l'tёi?e c,)'el"9t:Vje, 
f~ v9z/: . ;; . 

Ј. ci~ (А. В)= :~ BfA · :: ; 



Rjeienje. Cl) /:..jqz;' 

А~ .: 1/ - .S'in .:х: 
11 -СО$ :;с 

. Jl 2 .х:Ј1- 11 :Х:: f Ј 
· fl Ј х2 f з х r 't 
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2:C.(J:r:f2)'f .Ј. :С 11 
4($.:Х: 1-2) 1' f • х 

.... 



. Ј' 2Х,Ј f 11 :х: -1- t; 

fj G.X:2 -1- 5::С 

(:;:
2-!-1) • .Jr ( ЭХr2}· 11) 

(Jxr-1) · .э -1- х • 1 

,i.X2 f-.JX f'$11· 
fO .:Х: f' G 

9.X
2

-!-10Xr5'1/· 
20 .х f' !2 

Pl"t/rtjet:lbq. J'rov;iJ.ri Ф fe р:, 1"19/rtё:v А и '2) 

Q'~ [ Ап(.:к:Ј} = 17 ·А (n:~; f Ј), 

-r;. 

• 1 _., ' ( -1 1 
Oo'recltfi (AB).:t' 1 (АВ )х i А B).:t' • 

_, 11 sinoc ~ 
А = f/-coll«: .:х: 
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AS= 

S!/:1 (tte-,4) :х: 

СО$ (r:C-;3) Х 

-cos(«:rj1):X: 

sin (ое 'f/3) х 

-cos(ot:-/З)X 

.rin (ot:- ;.Ј) ::с 

. 
l 

• -1 
А в= 

11 

-sin (се r /3) ::с COS'(oCf /3) :;r: 

- sin ( aer ;а) ::с 
=-АВ ј 

-c:os (oCf/3) 

1 

(АВ). = (~·f/J)' 
:Ј: 

co•(<r!SJ .х 

-sin (~f-13) х . 

(Aa-f_).' •(с<-р)· 
-'= -sin (ое-!3) х 

sin(r:Cf !S).x 

COS(.C-1-IJ)X 

s-iit(oC-4) х 

cos(r:C-;G)x 

. 
1 

. 
' 

(А-18'
1 

• (-АВ/ =-(ASJ.' • 
. .1.2: ж :Ј: 

,309. For,..,v/q :zq t':zrccl Фh,..,."in9nle 9/r::r"'i 

_:f__ ottfA = t (~АЈ~. (= t(ctefA/v) {1) 
Q"~ V•1 Vtit'/ 

• ~ 1 

r:;rtj~ 7~ А hQr::.t,.qfnq 1"19fr/co ( fvn,I:C/Jq) reclq n, Q ( cteof А Jv. 1 

( f-j. ( o'ttf А )~v) ;ё 'fl'.t~fer,..,/lџмfq J"''!9/it"ctt J::o;Q в-е o&Dtjill iz ,-.,e,
fricf!! А l:qrt S'f!! v- fq YNtfq ( l:olo179 Ј . f"/qfrict!' А ~,..,jent' 8q 

. Ј • . 

t::ZJ'O<!/Ь/'17 v- f• YN'~ ( ko/onr) lr79friot!' А 1 fj. fo"/'1"/9 '(tJ l'!ox• s~ 
i17ftt!rf'~lir91i пq -81/~· пqёј17: izyoct oleferl"t'nt:мft- 7'eal79k је 

z/Jirч q#!!~f'!'11il?917li, ,CO'fr Stf!> qlo/Jijч IZ ori<Jr/r91ne qe.fe-(1"1/nqпfe, tQ<:I 

$'<!! ~f'I'IO 7~179 Yr.s/9 (,Ф~} o"?/flQ/nt!' ~/t!!'rl"in917fe .r91"'f/j1!'11/ 

,Z.vooЬ,.., r. v,.sfea ( kohne;. Provjerifi. 

r··~~t 
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1 

siпx 

~~ 
СС$ Х 

Sl'rJ Х 

1 

RJ~seп"e. 

(Ginx) 1 
(COSX) 

1 
(·1)' -s-lnx -х 1 пп•х~' 

rt':c;- 1 sin .:с СО$ .;:>С f (1)' ( Gi'n х/ {o:u-.7:) f 1 .r/11 :х: Oi'S".JC 

1 ' 1 rx:s;;o: 1 Sti? Х О<Мt.:е 1 s/n :К: CQS'.:ll:} (1) (Ј'/!? Х) 

CiQS .:х: -sinx Q sin:c . <:08.:11: 1 s-in.:c COUIC -f 

- ·1 .rit? ~ oosa: Q cosx -.rin:c + 1 .riгr.:l:: COS';c 

001'.:::1:: ? · sin :х: С~$ .:С 1 .rin а: -.rif1.:X: о COI'.:C 

1 

sln:c СО$' Х 

1 

1 cQ.s- :к: 

= СО$ .Х: -(-t"lifX) r. 
t .rinx OOS'.:X: .rii7 х 

1 sin х 1 sinx cos::;c 
r COSX - (-sin.x:) + 

СО$ Х .rin х СО$ .Х: 1 

f sinx C:OS'.:C COS':C 1 
-/- СО$::Х: 

Sil7 -!Х: 
f (-s1i1 . .:x:) 

:1 l'li1 а: со.!/ :к: ) 

··. 

r;c/~ 4U SY<;',.t9 o<f rr/ */er!f1/11Q11/e 1.1 f'I'VCi Jtfч:t~kr:J.s-1/ ~l'tJf.lnt!' 
ро e~e,..,fiГ'79 yNt-l'f!' v ~fti fr ј8Ф11 #л 11v/o, 

/Цozi (11f1kon sr-lt'Y9nj9) 

1 ' 1 1'1171. а: 
r(:r::J = .э Ct:18:Z: l 

cosx 
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-= ,fCofl:X: (S'1iJ
2:x:- ~«:) f ,Jsti'!:X: (.ni?:x:- coi

1
:x:) 

• Ј {srђt:IC =sx (4"/IНЈс- cosx) ;. ( .tti7:l#C- ooi
1
#C)} 

= ,J.ri/1~ cosx ·(G~~:r:-:-oosc). (1+.t'li7:X:rcrн.:r:J • 
. .... :'~( 

PI"'vjflrif/ it*Y71tf~t 

и у 

; 1 = 
ц у 

w 1 q 
{JI 1 1 1 1 . 

о' .::С 
·У ц у 

. w'" Ј ,, 
v~~' w' (//lf v"' (/ w. 

r:rtJ~ .s'll ц1 v / ...v fv/7ktj~ J'I'O"'/irnJj?Y6 :х: .,ko~ tir19jv ~ JZJ'O

Qieo, 

R'- . 
'JН'I!!'I7Jfl· Pl"f/!1'79 fo1'1"1V/t. :cq izyoql o/llfofrlrl"1i/1Q/1Г., .o&lije -

1 . 

., 1 1 
11 v w v v ·W. џ v w и w 

ct 1 1 1 џ' 1 1 Q 11 1 ' 1 1 

Q'X џ v w • v w r (Ј v w + ц v w 

" v'' w к 11 , 11 11 11 11 11/ ш Н1 
(Ј ц v w (Ј v w ц v w 

fi 0"91-i ir:le/1/ttef 7е fqёt:m, p~fo sv p-t'e o'ytje de/erl"'ti?<:ln~, 

nc, r:tesno7 · 8'/roni t:tarnJfr! fe<:t17'1,Ф#ti .,eo'11<1ke пц/1 ,er t~f'" 
o"Yt7e ,;.а-119~ vr$/'e. · 

.... 
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Gtava treta 
OSNOVNE ТЕОRЕМЕ DIFI;RENCIJALNOG RAtUNA 1. 
NJIHOVE PR1MJENE NA ISPIТIVANJE FUNKCIJA 

§ 3.1. RotLe- ava teorema 

f?,;}De li :f'unkt:ije· f{x) = li'in ~ u intervй1!l[~-~'.f .. ~ i Ј ispu -

~е uзlove Rol1e-ove teo~~me ? 

- R;jesen;le. ~-0 Квkо ;је ze 'i/x е ( ~ , +Ј {_и~f.~ivei.sv:rf'l1o h-r::o :rt:~_. 
~- f 1 n:1"<> :;110 ..:c .. kL · . · 
Ћmt!. {z-t-h) - !(х) 1 =· 1im [sin х+1~ - sin х1 1 = 
ь....о ь.:.-о ... · · 

..!,_ + ...1.... 1 - _.!... . 
1 . I2 {x+h х ) - t'X+h х ), 2. r 2х+ь . -ь Ј 

'"' ~ cos , 2 . .s:~..n 'J=~:0 Lcos~x(x+ь):o.s:~..n2x(x+h) 

= -2 lim (соs~ЬЈ .sin2X'"";;ЬJ ]= - 2cos ~ .sin ~ = о, 
ь .. о . :хр 2Х 2х 

.. 1 1 
to zak1jucujemo de ј~ date funkcije ncprekidnэ ns aegn\entu[~ ~]. 

2° P.remэ pL'ethodno;j transformsciji imemo ze \t'xe(l:....t 1g): 
. 2fi 1 

[ 
f(-.Lь) r·! ) ) г, 2rl'h sin(-~(;Б.\ ·1 Ц.m ..... ...-. -х = - 21im eos -· - )1 = 

",..,..0 h 1,-.".о 2.-X(:X:+h) 

"'·:--+. соа-1-, tj. 
х . х 

d.ete fнnkcijэ ime izvod u intervэlu (-1- , _l:._\ •· 
21f' !f/ 

3° Ne krajev:ime detog se;;meпto vriJc::di 

~(21f(l=f(; )=O,tj. 

!unkcijs se anulire na krsjevime segmcntэ. 

Ne-osnovu 1°,2° i 3° zэkljucujemo do z8ione funkcije ispunjэvэ, 
u zadenom intervэlu, uslovc Rolle-ove teorзme. 
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Primij etimo da је f' { 3 ~ ) = О, а ocigledno ј е 

Prim;jedbe. 

Ime li jos tгёaks (osim pomenute,koju obezbjedjuje Ro1le-ovs teoremsJ, 
unutsr detog segmentэ·; u kojimэ је tsngenta grafike dete funkcije 
pэrs1elne x-osi? Odrediti sve intervele u kojime zedene f'u~cijэ 
ispunjevэ uslove Rolle-ove teoreme, zetim tэcke u kojime .је ~· 

r 1 (х) =.О. 

fE.j) Zf? funkciju f(x'l = - х; + ~ .х_2 - х - ; odrediti intervele 
u kojime. vэzi Rolle-ovэ teoreme. 

Rjesenje~ Кэkо se dete !unkcijэ moze de nepiЗe u oЫiku 

f(x} = (ХТ ; ) (х-2} (1-х), 

to odmeh imemo de se funkcije enulira ne·krэjevimэ segmenete 
[- ~ t 11 ·:l [1,21. 

Zsdene funkcijэ је definissne i neprekidile ne ovim segmentime (cak i 
ogreni/Sene 1 Ј. "" 

Tskodje one ima izvod u svэkoj tecki ovih segmensts i to: v 
f 

1 (х) =-- 3х2 +~х- .i. 

[зliJDokszeti dэ .grefik funkcije f(xi = 
5..Ј (х-2 12 nellf.EI horizontelne 

tengente u r 1,3] • 

Dokaz. Grsfik'pEike funkcije ima horizontelnu tengentu u onoj tecki 
u kojoj ве izvod enulire. 

Ks.ko је 
r'(x)-~ 1 #о ze·sveko х(~ 2), ' ":"' '" . VfX=2J,3 

to zoltljuёujemo da gr!ilfik dete funkcije neme horizontelne tangente 
nigdje (ре nerэvno ni u dэtom intervelu). 

Ked bi bili is~unjeni uslovi zэ primjenu Rolle-ove teoreme, onde 
Ы morola biti aeka tэёkе iz unutrэsnjosti intervele u kojoj bi 



• 

po~tojala horizontalna tangenta. 

FuP.kci;ja је definisa.ns i neprekidna. za svsko rea.lno)'..Na krэjevima 
·i''" 

interva1s 3е jednaks ;jedinici, tj. 

~(l) f(3) = 1. 

Medjutim, . .f'unkcija. nema izvod q ta.cci х.= 2, jer је u to;j tacci 

:r~ (2) = +со' :r' :-. (2) = -~. 
Dsk1e, n~su iepunjeni us1ovi za primjenu pos1jedice Rel1e-ove teore

me •. 

medju nu1ama. funkcije 

.f(x) = 1 Xl _ 1 = { x-l, za 04\fx llfl, 
-х-1 ;' za - l~X~ О 

nala.zi nuls izvodne funkcije? 

Rjesenje: Dsts funkcija је neprekidna. и interva1u [-1,·1]. i zadovoljsve 
us1c;>v :r· (-1) = f (•l) =о. Donja medja. ove funkcije ·је ш = :f'(O) = -1. 
Mecijutim,. u taek:i. х = О funkcija nema izvod, jer је 

t 

:r+.(oJ =+1, f!..(oJ =-·- 1. 

Dekle, z<:J ovu funkciju ne vezi Ro1Ie-ova. teoreme ре ne mora postoj~ti 
tei~e unu~er detog intervsla. u kojoj в~ izvod enu1ira Ustenovimo 

~-

. -i 1 х 

da. tekve tscks stva.rno ne postoji. 

Кэkо је 

to se medju 

·•·· <· •· •, . •:. 

f! (:х) = (!Је 1 -1)} = ( '{;%_1 )
1 

= ~rx : =- __!... :f о, ze ·х :f о, 
х:- IX/ . 

nulems .dete f·.u~~ije ne ne1azi UJ.a izvodne :ru~~cije. / 
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§ 3. 2. LAGRANGE-ove FORМULA I CAUCНYEVA ТЕОRШ1А 

( Q Vszi 1~ {~~!DЧ~~ -,?, konscnom prirestsju (i.agre11ge-ova teorema) 
'Ve':unkciju · -, · · · 

{ о, za х= о 
f(x) 

х sin ~ , zэ х i v . 

ne se(!;ruentu [ s,ь] , eko је sb <О? 

Rjesenje. Posto је еЬ<О, to о.~ [ё,ьЈ • Funlccije је neprekidne 
zэ sveko rea1no х, cek i u tecki х = о, jer је 

Ked х 

f (х) = 
izmedju 

tecki 

О = f(O) х sin ....L =О 
х 

(;!er је 1 х sin ~\<!xl:< ~. 

1 
tezi nu1i ne detme·.strene, 'СЈ. ked х ~ +cd, fun::cija 
x•sin ~ tezi nu1i bsci1irэjuci beskrajno mnogo pute 
previh у = х i у = - х. Desni izvod ove iunkcije u 
х о Ьiсе 

r:(O)= 1im f{x)-f(O) 
х-"'о :х.-0 

х sin ....L- О 
х 

х- о 
= 1im sin 

:JC+-tO 

Medjutim, funkcije у = sin ~ u tacki х = О neme ~renicnu vri
jednost, jer 

itd. 

1iш sin ....L = О za 
х ..... о . х , 

х= Ј_ 
k7i 

lim sin ~ = 
х-о-О 

1 l, zs х = ~-='----
..:;. + 2k ii 

lim .sin. ~ 
х~ о 

- 1,zs х:::. 1 ·' k 

-?' +2 kH 

Dekle, izraz sin ~ ims kso percijэlne ;;p.'.:onicn<~ vrij-3dnosti :>ve 

br'Jjeve interva1э [.-1, + 1] k~d х~ о, gdjc -је 

ћ.n1 
х-+о 

sin Ј_ 
х 

= + 1, 

sto zneci de ne J?OS l:;oji desni iZVOO 0\ГQ .fUnltcije U tt1cki Х = 0, 
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Isti је slucaj ked х tezi nuli sa lijeve strэne. Premг tome 

ц tacki х = О gornje fцnkcijэ neme izvoд. ц tacЉ:i .х = о, iэl;:o је 

nepr.ekidna u toj tacki.. Na krи.ju zakljucuj:em_o da ·nisц ispunjeni 
цslovi za primjenu teoreme о srednjoj vrijednosti (Leg.teorems) 
ne gorn(ju r -u u intervslu [etb] t jer furЩ:ci.ja nems izvod u / 

tecld. , , V 
х= О Е: (э,Ъ). 

Primijeti ti. 

[Ј ,Ь] • 
ds su uslovi ispunjeni na svekom inte~velu oЬlika 

([!jNsci funkciju е = е (.x,h} takvц da је 

~ (x+-h)-:- .:f(x) =- h r' (~+ еь) (о <е <1), sko је 

. ж 

;r(x) = е . 

Rjesёnje. ~ jedne в~rane је 

f'(:к:+h)- f'(x) =tz?~"h-~x =ех (~:Ь.- l), в s druge 

;r' (х+& h) = fZ ~в ь. ра primjenom 

Lвgrange-ove teoreme (za ciju su primJenu uslovi ispunjeni): 
imamo: . : ь 

ех (eh-1) = h•e:rt&.~::::.> eh-l=h•e8~ > e8 h= ~<=> 

Nepomena. Vidi110 ds funkcija (Ј zavisi $amo od prirostsja ne
zsvisno promjenlji.ve h =.ох. Коа· nekih funkcija fJ = const. 
(у = а ~+Ь:к:+с), dok је opet kod drugih dosta komplikovэns 
funkcija od х i prirssteja h =.о.:х;. 

Tekodje, primijetimo de ze х = О, h = х doЬivsmo iztaz oЫika 

f (Oi-x)- f.(O) == ех-е0 = x•f
1

(0+ ЕЈ•х) = х•е @х<=) 
~ .1,. . -

' ~ ;·::,.-·~-

<- ех= 1 + х jlx > 1 + xt a·er а'е ... о ·. ~х 1 _" ze. Х) ,/е. ·:>· • 
Teko smo dosli do nejednskosti 

· .. ех.> 1+х za Х> О (i х.:;:- l), 
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sto znaci de gref eksponencije1ne funkcije za pozitivne vri-

jednosti х 1ezi iznad prevca у = 1 + х. 
Sts је. ze -1 <х~О ? 

318.Primjexidw te~i!~niь о srednjoj vrijednosti neci prigliznu 
vrijednost, tacnu ne cetiri decima1e pd 

D( = arctg 1,003567. 

Rjesenje. Primijenimo li Legrenge-ovu teoremu ne funkciju 
у = erctgx, iz1ezi 

arctg (x+h} = erctgx + h • 1 
1+ (х+ Эh)~ 

Otude ze х= 1, h = 0,003567 imemo 

0,787175 ..:::.arctg 1,003567 <0,787181. 

Dekle, priЬlizna vrijednoзt od erctg 1,003567, tecna na cetiri 
d!acimвle1 ј е О, 7871. 

Nepomenimo ds је funk~ije у = erctgx ispunjevel~ uslove 
Lagrenl?;e-ove te.or.eme nэ segmentн I1i ~,003567) • 

319. Odred.Ьti tecku, ne 1uku АР grefilce funkcije 

1n (х+1.)' 2 2 
у = !(х) 3 х l 

~х -1 о 

u kojoj је tengente perelelne tetivi АБ, (jdje је А (O,f(OV; 
D (l,:r<ч. 
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Rjesenje. рэtв funkcijэ је Цefinisэne zэ х+ 1) о, tj. 

ze -1<.х <+оо t neprekidnэ nэ cije1om definicionom 
podrucju i ims izvod u (-1, +OQ) (tim prije оnэ је neprelcidne 

· i imэ izvod nэ segmentu [О, 1 Ј)• Premэ tome 6nэ~ zsdбvoljэvs 
uslove zэ primjenu Lagrэnge-ove formu1e. '· · 

Kako је 

:1', (х) 

1nl 

f(O}::. 3 

о 

ln 2 

!'{1}= 3 

3 

1 
x+l 

3 
3:х-

2 

х 

о 

2 

о 

-1 

2• 

1 

-1 

2 

1 

о 

2 

1 

о 

2 

1 

о 

о 

х 

-1 

о 1n( :x:+l) 2 2 

1+ о 1 о 

о 3Х -l о 

1 - бх + 6 - бх = x!r -12х + б 
:x:+l 

. :1& 

о 

= 3 

2 

о 

о -1 

1n 2 - б 

2 

1. 

о 

= -.б, 

to imamo (prema Lэgrsng. formu1i} 

<=> 

{ 

f(1) ;_.!'(О) 
·1 -о 

1n 2 = - 1
-->+1 

+б <)+1) <=> 
12 r + 6 (=> <J+l) 1n 2 !"'1-12; ( }+1) + 

i ч 

12 }~ (9+ 1n2rj+ in ·~ - 7 = о. 
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Posto је diskriminenta posljednje kvadratne jednac'ine: 

D = ь.2 - 4ас = 372 + ln2 2 - 36 ln 2 > О; 
ј·.; 

to postoje dvije tacke u kojimв је tвngenta paralelna tetivi АБ. 

§ek• 3• 
, za О~х ~1 

!(х) = 
..L za 1 < х< + QQ, 
х 

Odrediti medjuvrijednost jr !ormule о konscnom prirвstвju zs 
funkciju t (~) na segmentu [0,2]. 

Rjeaenje. Funkcija f (Х} је de!inisana i neprekidna na 
segmentuJ а, Ь Ј . Ova funk:oijs ima izvod u avвkoj tack:i intervs
lв (0,2), ра zs nju vrijedi formu1a о konacnom prirastaju, tj. 

f('2) ..,. !(О} 
2..., о 

=: t' <))' (0<}<2). 

Odredimo tacku Ј iz posljednje jednakosti; 

Kako је 

f

1

(x) • {; 
za 

za.. 1 < :х:-< +ао 1 

!(О) = + , !(2} = + , .to imamo: 

...L.,. -2... {-<~ 2 ·2 ~ 1 ' 
2-0 - jt. 

Otuda 

Jl=-1_ i 
2. 

Z8 

ze 

n< ј <1 
1< ~<2. 

)2 = V2; .'_Ј 
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~Dok••••i dв •• <unkoijв 
t(-x) =- вrctg ..l::!:L 

Ј.-х 

g (хј = srctg х 

razlikuju zs kons'tantu u оЫав'ti (-oo,l) U ~Ј.,+~). 

Dokвz. Рrеше posljedici Lagrange-ove teoreme, dvije funkcije се 
se razlikovati za konstsntu eko imaju Jedneke izvode. 

Рrеша tome dovoljno је provjeriti ds је 

Вtvsrno, 
r' (х) = Ј. . 2 1-rr(l+x) = 1 = g' (х)! / 

---r=:l 1+[ 1+ж \ (l-xJ
2

_ '· 1 + :XZ V 
~eka је 7 = f(x) n~~ekidna !unkcija u nekoj okolini tacke в? 

koje iше izvod u svakoj tecki te okoline (izuzev; mozda, u 
tf:!cki а), tadэ. се izvod u tэcki s postojeti ukoliko postoji. 

lim f 1 (a +Эh·), (0-< Э < l), Э= fjl(a,h) 1:, ·csim. 
.h -11'0 

toga, vrijcdice: 

Dokэzэ't:i. 

f 1 (а) = 1iin 1' 1(а "+$h"). 
h~-+Q 

Dokвz. Posmstrajmo int~rv.sle [s-k,s) i [s,a + h) • Ns 
svekom od ovih intervвlв funkcija ispunjвvз uslove Lвgrэnge-ove 
teoreme,. te mors vrijedi'ti 

1' (a+h) - f(э) = f' (э.+Sh), 
h· 

0( в"< 1, h>O (1) 

f (а) -! (a-k) = f(a-k) - !(з) • · 1"> Q 
]f -k . = f ( а- t1 k ) , О< < 1, 

k >о 
(~) 
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Ukoliko postoji izvod u tвcki.. s, tedэ, prelвzec:i u relscijame. (1) 
i (2} na grsni2n.u vr~jednost, imamo: 

. ~~/ј·~~ .. ~·< ;'_~;}'Ј/· . 

:r' (а) = f~(s) == lim !(s+h)-:f(a) = lim :t:' (a-t.&h) 
ь ... о+ h h-O+ 

:r'(a): f~(a) = 1im f(a+h)-f(a) = lim 
h_.O- h -k....O-

f(a-k}-f{a) 
-k 

= 1.i.m f, ('a-Q·l:) = li.m :r) (а + ЕЉ) , (zsmijenili smc 
h~O-

-k sa h). 

Otuda 
:r'(a) = lim :r.'(a +Gh), О <Э < l,c9= Э (ath) .. 

h-J>O 

Takodje, вkо postoj:i grsn:i~ns vr:ijednФst 

lim :r'(a +Gh}, 
ь .. о 

tadэ imamo 

lim t' (а +~Hi) = lim :t (а +8 h) , tj. 
ь..-О+ ь .. а-

l:im :r'(a+h} -{{а), =- ы.1111 !{a>fth·).-f(a) 
ь .... а+ . ь ь ... о- h 

.odakle slijedi d.s postoji · izvod :r' (а.). 

Nspomena. Iz jednakosti 

lim .1:• (х + е-ь·) = :t' (х) 
h-+0 

ne slijedi i 

lim f · (х + h) "' t:' (х} , 
ь .. о 

, odnosno 
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tj. de је izvod f 1 (х) neprekidan. jer. ked ь-.о preko svih 
vrijednosti, Вь ne mora teziti nuli preko svih vrijednosti. 

~sko, neprimjer, fun:kcija f(x) = {х:· sin . ;, ·' ·~ ~ ~ 

h
2 . ;i 

:i.me izvod f' (О)= lim f 1 (Эh) = 1im • sз.n !Г 
h-+0 h+O . · h · · =о, 

koji је prekidan u tecki х = о, jer lim r! (х) ne postoji. 
х.-.о . ' 

Tekodje napomenimo (iz prethodnog s1ijedi) de 1 Ukoliko postoji 
:i.zvod i njegovэ grenicna vrijednost и tecki е i u'koliko 
fun:kcija zэdovoljeve uslove ovog zedetket vrijedi f' (е) = lim ~(х). 

Х-"1'8 

i . 

(§}Neke је f ('х), = х2 i 'f' (х) =х. 
Dokazeti da funkcije f(x) i ~(х) ispunjevёju us1ovet и intervв-
1u ( -1,1.1 ', pod .kojima vazi Cэuc)lyevэ teorema. Zetim odrediti· 
medjuvrijednost "5 iz odgoverajuce Cэuchyeve formu1e .• 

Rjesenje. 1° Funkcije f(x) i~(x) su neprekidne nэ cije1om in
tervalu (-со, +оо), s tim prije i ns segmen!;u (-1,:1) •,' 

2° u intervalu (-1.1) imaju izvode r(x) = 2х i~1xJ = 1. 

3° U svakoj tacki х 6(-1,1) je-f'{x) = 1 f' О :i,. kona
can, dok је .f' (х)= 2х '1 о ze :i:t- о, е :rl(o)=O i tivijek kons
cen. No dovo1jno је da је u 'svskoj t1acki х t (""1,1) f 1 (х) '1 О i 
k:onecven 4 11 .D'(x) .Ј о . k " t ј . . ... r r з. one .. an, е о е з.spUnJeџ_o •. 

4° .Р(-1). = 1 '1 'f(1) = 1. 

Вэ osnovu 1°, 2°, 3° i 4° zek1jucujemo ds vezi Csuchyevs formu-

! (1} ... f (-1) 

'f(1) - 4f(-l) 
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Otude 

1 - 1~. ~ ,"$,,3 tj "f'- о 
. . 1 '(i:i} .·_!•·:1"'' ' • / - ' ( -1 < "5 < 1 Ј • 

~rovj,r:.: •• 11 '' <unkciju 

:f (х) = IXI 

vaZi Ri11e-•ve :teorema u intervalu [-l~l Ј •. 
Rezultet. Ne vezi. 

~Dokezst~ da ~srabola ima svojstvo da је вPscisa tacke,u 
kojoj је tangenta pars1Eйna s tetivom АВ1 sredins int:эrvalв. 
( а,ь) ; gdje је ~-apscisa tacke А, в Ъ-apsciss tacke Er. 

~eriti dв 1i .tunk:cije .f'(~) =~УХ i 'f'(x} =~l- "'х ispu
njavsju ,щйоvе, u interva1u[-1,1], ze primjenu C~uchyeve .f'or
mu1e. 

Rezu1tat. Ispunjavaju. 

§ 3. 3. ODREDJIV ANJE NEODREDJENIH OВLII!:A. ILI IZRAZA 

----cPfiAVILO L''НOSPITALOVO) 

U zsdscima od ~7-.!lt5. Odrediti grenicne vrijednosti: 

L.C'J :tim хо< - all( 

f:!5P' х.:..а· ·х/)·- ·аР' 
Rjesenje. Funkcijs· 

F (х) = r'(x). 
. g(:)!:)· 

01 О( • о ff 
= ·Х- 8 zв х = а, javlje se u оЬ1i!щ.0 . 

Stoga 

·= 

х.4-а1З · " . 

је vrijednost ove .f'unkcije 
. . . о( ~-1 

lim F (х) = 1im · ~- I ~ 
х- а. х-~>а f3x 13-:- . 

о< (;(-љ 

/?Ј 
а .• 

и tscki х = а 
с( . 0(,-f,?.. 
- l:tЫ Х · = 
~х-а 
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~ liш sin х 
СУ :х:+О х 

Rjeвenje: Ровtо funkcije f(x) = sin х i. )"' (х) = х 
uslo.'ll:'e Lepitelove teoreme, to. је 

i.spunjэvsju 

1im F(x) = lim ~ = lim ~~(х) = lim 'cos х_ 
х_,.о · х,...о .~(Х) · х-:+0 'f''t~J· х~ 1 

= 1 •. 

329 lim (х ln _х-1 >, f=. lt«>·o')·· 
,/ rt-l \ 
V :х:...,.+оо 

Rjesenje. 

' . з.n~ 

lim (х ln .!::.!...)= lim · 1 · = 
х->+со х+1 х....-+оо __... 

~ 

lim In(x-11-ln(x+.1) 

1 , 1 
'ЖТ1 - Хо+."! -

:Х:_.+ОО _1_ 
х 

= lim 
.• )(+f'OO 1 

7 
2 

'7-1 

lim 
х :..,ОО 1-cos · (' Vx-sln' х)· 

Rjesenje. Ksko је 

= 1im 

С\~~ 
~х-+0 

2 х.3 _ 2 ' 
1 . ' б>. . ' '~ ' ~ ' х . = з.m ·-- = l:~.m "Ј .. "' 1 ;..:-...-- = 12 • 

,х .,.о l•~cosx )<,..о . ··. . sз.n х. . , Х -вinX. 

2 Ј. 
х sin.x . 

. • 
sin х 

t 
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Rjesenje. Ako bi primijenili Lopitэlovo pravilo imэli bi 

lim t;2· aih l+"J = lim 2X·sinl+)+ i..
2

•cos ~ 
х-+0 sin х х-о cos 

= lim 2х sin ( i:-1- cos ( ±Ј 
х-+0 cosx 

Medjutim,desns· strsns 
. 1 

postoji lim cos -х; 
posljednj.e jednзkosti nems smisla 1. jer ne 
• No, grsniona vrijednost zsdsnog izrsza 

ipвk pos~~' jer је 
'х2 sin. · :_ 

li .... 
х-.В 

(х sin" . !.... •. ~ ) = о • l = о.; 
х sinx 

Rj~вenje. Ako primijenimo Lspitalovo prsvilo imamo· 

:;::_lim 
. :X:-.tt-CO 

• . 
х 

Prems tоще i u ovom sluёsju ne moze se Lap~tslovi~"pravilom od
rediti grs~cns .vrijednost,. dok se moze odrediti primitivnim 
putem i .ts grszdons vrijednost iznosi 1.~ 

!Jj!_!im 
х1о0 

arc sin:~ 
•. 

Rjesenje, arc sin yrsinx 
lim --~~~~~--- = lim 

. х...,..О .·~ х-.0 

2 v;-. V2-x • cosx = Iim 
х_,.о 2 Ј sinx Jr-stnx·2{1-xl 

=- 1 .•. 

.., cos х 
- .sinx. •2 v;;:r;;.x: = 

2- 2х 

2 vг;;;r 
V2 • .. 1 . .р 

"ii·2·l= 2 ···~ 



1 iin ii -2вrci;gx 
Х+60 ln (1+ ..Ј:_ 

х 

Rj еЗеnј е.о; . 

lim 'Т-2 erct~~;X 

х-ео ln (1+ -L) 
х 
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-2 • 
= 1im; 
х-= ..Ј,_ 

1~ 
х 

1 

1+2 = 

·(т> 

= 1З.m ----- = 1im 
2 (1+ .~Ј 

= '2 
х-оо x(l+x2) 

,...-;.;;} lim ..L. 
Vx-+co-:? 

Rjesenje. 

х-~+ 1. 
х ... 

·= lЗ.Ш 
х-..ёо 

@. iix 
.m . 1n(1-x). + tg -z- . 
-..1 - ctg Ух 

Rjesenje~ 

= L 11m 
1Т x ... l 

- 2 - ff .•. 

1Г.х 
1im 1n{l-x)+ tg ~ =- lim 

х--..1 · ct·g 'lix · х-1 

_.,.. 
-- =- 2. 

1 

.. •. = lim 
X'11'ot> 

=СО. 

l . 1 ." --+ 2 .• ~ 
1-х .cos lt-

-=----
i ... 1i 

sin "'i.:x 



337., 1im __.:;х:;___ 
х-.{- ctgx 

1i 
---Ј~. 
2 cosx 

365 

Rjesenje •. 1im l :С,. - L ) = 1im 2xsinx -11 = 
х+-{ , c:tgx 2 соах х~ 2 cosx 

= 1im 2 sinx + ? х cos.x =- 1. 

х "' [ -2 sinx 

'~i:ot ~ ), tgx c~~~.d2 .. 
' :·. ' . [1n~ ч ..... • 

1 
tgx " . . ~ -хт· tg~· 11ш с -tgx.1iucJ .. о . 

Rjesenje. i 1:1.m ~ ::;; p.:l.l!l е ;.::: е. x:..Ol . · .)"' е = ~' 
1 х-"'' х-; ... х,-о 

jer је 1 
= 1im -т = 1im (-tgx.1nx) = 1im -1nx 

х.......О - sin2x 

=- 1im ed.~ . sinx = 1 • о = о. 
::z;.....() .. . 

~1im (ех+ х}~ (" 1#Q '') • . 
~-о· 1 

Rjesenj~··· 
в ~ ~n(ex~J е ~~ .1n.(ех+хЦ= 
ех+1.·· 

= е 

340 ~~ 1im • х-"Ј).О 

Rjesenje.-: 
· 1im -?
х-о 

1im 
е '<"'О 

= еО = 1. 

= е 
lim 
х-о· 

е?'-' +-х! 
. ' 

iim ex~lnx 
х-о 

1nx· 
х.1Ш!/ 1im -.,-

=-е х·-о ?:::-
1 
х 

1im -т
:х;-.о-т 

е х 

1im(-x) 

=в40 
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(ctgx)~ 

' 

366 

1 ( 1 - Sё~о з;r.х 
Rjesenje. 1im {ctgx)1nx = е 

• 1n_ ctgx) = 
х~О 1 -1 

lim 1ncttpS 1imo'Ct'iX" • ~ 
е х..,..о 1nx = е~--' .Ј_ 

lim.. { -х Ј 
= ex-u cosx • s:1.nx = 

-1 х 
1i l 2 2 ) r..:O сов x-sin х = 8 -1 = _1_ = е . е 

~ lim (ж+-а} ln (1 +' ~· ) t 
r::::;:Jx.._a 

Rjesenje_. 

1im· 

1im 
х .... -а 

(х + а} 1n (l + -!-) = 
х 

~ ' ----=-1 - • __::§__ 1n (1+ ~ · l+ а -:-::z--
-----.,,_.:;Х:....-~ = Нщ: ~' Х· .. 

' '1 
х.-~ - --2 

(ж+-в) 

х--е: ·х (х + а) 

- 1 ) ~- (. оо -оО 11 ). 

x3arctgx 

1 2 

= 

= 1im 
х-..о 

; arctgx.:.~:rt-x3 

('3%/+-_хб )arctgx 

; • I+i2""' - ; + ;х 
= lim --_;~-----------------------
х...,.О 

3 5 .. ' 4 -6 1. 
( 12х -б х ) arctgx+ (;х -х ) • --,-

НХ" 

= 



(з4~ liro ( ј; -7· Х->ФО 2 

Rjesenje. 

1im ( iТ 
х-со~ 

1 
L·= 1im 

x-eo1nx: 

1 
a~ctgx} lnx 

1 
эrctgx: }I'iiX 

-
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L 
е , ·-gdje је 

/1 ) 
1n ( 2 - вrctgx = 

= 1im 
,z2 -1 вrctюs; • ' ·1+;~ 

....!.. = - ]. .•. 
х.-ео 

~-1im thx. 
х_..,.оо .. 

х 

Rjesenje •. Primjenom· Lopite1ova prэvilэ ne- moze se nэci ·crozenэ ~а-
. shx·· 

nicna vrijednost, jer ako· se stavi thx = chx~ , kolicnici deriva~ 

сiјэ imsju opet tej oЫik i1i reciprocni, koji zэ х ...., + C!Q vodi 
do : ; в1i, jer је thx = 1 -~ , vidi м dэ \Је ze х -'Ј'" ао 

1im thx = 1. 

~Provj~riti s1jedeбe zэdetke: 

е +1 · 

. 1° lim (а+х)Х - аХ = ..l:_ ? 3dje је 
ЈС-0 Х а 

~ 

?..0 J.im ( ~ arctgx)x = ЕГ i; ,, ' 

~-!>+<Ю 

;
0

, 1i.m (thx)x = 1 

x-+Odlo 

l 
_I,<J • J,im . ., х.....о 

=е Т 1 
7 

~ "' lim · · _."... (sinx 

х.-о =t 

. l 
-т 

е .. 

а >О .; 



lim 
х-о 

х- xcosx 
х- sinx· 

3i 

7° lim fi - · Ve =· Ve 
/ х""'е 1ogx - 1 2 

. 368 

xcosx ~ sinx 

ех-е-х - 2х 
=- 1 

liin 
x;:tr>'O 

1n. сЬ.х.. _ 
ш~-~-

·lim . .- xlnx . =·о . 
' х~оо (lnxJx i 

f . 

.!!..:!1._ ; 
n- m 

lim [ Vx3~x2 +x+~ - ~! !n <;x+xl Ј .. _ ~ 

•• 
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§ 3. 4, ISPITIVAIЫE MONOТONOSТci FUNКCIJA PRIMJПIOM IZVODA 

~~Odrediti intervsle monotonoati funkcije f(x} = х2- 1nx
2• 

"" . 
Rjesenje. Funkcijs је definissna za svako rea1no x.f о. Njen iz
vod ima oЬlik 

f' (х} = 2х- + • ·2х = 2 (х - ...L) = 2 (х-11· {:х:+1}. 
х х х 

r' (х}> о<-=> (-l<x<·..O л к х<. +о:>) 

r' (х}< о<=> (-Q::/<x<.-1 л о< х< 1). 

Prema tome funkcijs strogo rsst.e u intervs1ima -1 '(х'( О i 
1 <. х < + <» , dok strogo opade u intervslima 

-ео <:х <-1 i 

J~~yDokгzsti ds је tunkcija 

f.(x) = х3 - ·5 

strogo rsstuбs u intervв1u (-оо, + OD) • 

Dokaz. Gornja funkcijs је definissna za svako res1no х, в njen 
:\.zvod је pozitivsn (f. 1 (x} = 3~) u ..&vskoj "ttcki ·х-;. о. Ako se 
tackom ·х = о razdijeli interval:. 

(:...,;1 t-oo Ј ц <iYf:l C1J'8fq 1 f-q riuie 

. џ SYQ,kof77 Qje/<.t 1 pq f'ro/Qг/ -$YQkoГJ7 fqё~com ,1'9 ; ;:~J,ocli.S/e/'17 1 f'Qsfvd'/. 

3'9 . .' .~зpitat.i rssбenje i opsdenje funkcije 

f (х) = х - sinx. 

Rjesenje. Funkcija је definisana za svako ree1no i konscno х. 
Njen izvod ims oЬlik 

f
1
(x) = 1- cosx~ 

No, 1-cosx~O za svвko х, ре је data funkcija neopadaju6a u 
intervдlU (- оо , +оо ) • 

.... 
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Medjutim,. 1-cosx = {) <=> х = k1l. , k ~ О, :t 1, ••• , р а funkcijэ 
reste u intervelima 

(kil,. (k + l),i).i k ==о, :!: 1, :!: 2, ...... 
~ :;{\ ~50. Dokazвti da је 

.. , ).~ х2 

Ј ~"' х- -- '(1n (l+x1 < х~ х.> О. 
'--.=:. 2 
~ 

\ 

Dokaz. 
1° Nekв ~е 

.f (х) = 1n (1+х} - х, 

' 1 -х 
r(x) = l+x - 1 ='В-х • 

Uzims;juбi u t>bzir dв. ;је х> о, slijedi da ~е , 
f (х)< о, t;j • 

. funkcije opeda (strogo) u intervelti (О, +~~ .. а keko је jos 

~ (Q} =о, 
... 

to је funkcija r(x} opadвjuae ne segmentu (о ,+ CIO). 

Otude 

Keko ;је 

:f'(x) = 1n(1+x) - х < :f'{O) =· О za х> о, tj. 

з.n (1+х) <х, z& х> о, 

2° Stevi1110 

g{x) = х- 4 - ln (l+x); .~(о):::.: О •. 

g' (х> = 1 - х - -1.. 
l+x 

g (.х}. ""х-4- -ln (1+х) ..с 9 (О) =о, tj.-. 
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х- < 1n (1 + х) zs 

Prim;jedba •. Щlkazl;lti, pomocu Lagrвnge-ove teoreme, ne;jednakost 

1'nx < х-1, zs .х > 1. 

З~Dokszsti Bernu1ijevu nejednэkost 

(1+x)n ). l+nx, n~ { 1,2·,3, ••• Ј, х .,._ 1. 

Neka је 

f (х) = (1 + x)n - nx - 1, za х ~-1, 

tsds s1ijedi 

:r 1 (х) = n • 

Квkо је 

f(x) {~ :: 
. )о, 

х=О 

- 1~ х <о 

to ims.mo 
·' 

!(о) =- mЦl r(x), tj. (f (с)::::о) 
х~-1 

!(х) ~ о, ze х~ -1, ili 

(l+x}.n- nx - 1?, о, х~ -1, 

sto је i trebs1o dokazati. 
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§ 3.;. ЕКSТRЕМI FUNKCIJA 

352; Odrediti najvecu i najmanju vrijednost funkcije 

L/ 1-х 
гarctg~ 

1+х 
(о~ х ~i). 

Rjesenje. Posto је funkcija difeтencijabi1na to сещо se poslu
~1 ti ::pravilom za doЪijanje loka.lnih ekstrema diferencijaЪi1nih 
funko:ija. Zai;o odredimo najpre stacionarne tacke rje!ienjem jed-
naaine 

t'(x) =0. 

No, f /(х) = о<=>. 1. 2 .-(l+x) - (1-х) .;::0<=>-~ = о. 
. 1+(1-х ) (1+х) 2 

• 1н:: 
l+X 

Posto zadnja jednakoвi; ~~је iв~unjena nikad, to Le postoje sta
cionarne tacke ove funkcije, ра samim ti!ll ne postoje lokalni 
ekstremi; Medjutim, najve6u i najmanju vrijednQst ;t'unkcija 
uzima na k:rajevima in-terva1a [.о ,"1] 1 to: 

. - 7f 1 ,\ d 'min = arc tgo = О •iJ max = arctg 1 = } 1(f(o)= Г (1)=0/ • 

353. ProuCiti kara"S:ter ekstremuma funkcije 

f(x) = 2sinx + cos2x. 

Rjesenje. F~ija је definisana za svako rea1no х. Posto је 
peri'ldicns. sa periodom т = 21f dovoijno је iвpi tati njene 
ekstreme и interv'alu. [о, 271]. 

OЪzirom da је dif!!lrencij.a"hilna, to su stacionarne. tacke rje
seR"ja jednacine f 1(x) =о, tj. 

2cosx - 2sin2x = 0<"-:::.) cosx (1-2 sinx) = О<=> 

<'=)(о.ов:х; ~ .. о 111 1.:.2 einx =о.)<=> (cosx ""ov вinx = ~)<?> . 
( )(х = f + 2kJiV Х = 3ft2k1'V 1t: = { +2k1iV х = ~2k/i,k=O,;t1,• .. ) 
PrimijAni6emo drug:i izvod za utvrd,jiva.nje llia:Гakt~~~ ekstrema date 

f'unkcije. Каkо је 
. Jl ( ) . . . 
f' х = -2sinY - 4cos2x, to је: 



t' 

373 

r'' ( f) = 2 > о -:::'!;> '1 min f ( [> = 1 

ft4(1/-> = 6)9 ~1· , . ':··~:· :~ .. · ' '. Jilin f <2f.> =-3 t 

t''<+> :::r}<O =?'Јшах=f <+> = ~· 
r''<5{) = -3<091 

mQX .. f (s;;ЈТ)=·-Ј· 
Iz gore izraa,unatih: vrijednosti lok:alnih ekstremuma·vidi ве 
da је u .tnterva1u О ~x~2Qapoo1utni mak:вimum ~max = :r(-f) = 
= r(5~) = ~ , а apвo1utni minimum 

" (;ii ./ min = f -z-) = -3. 

Ima li smisla ~ovoriti о vrijednosti funkcije na krajevima 
oЫaati definisanoвti ove f-e? 

354.odredit1 ekstremne·vrijednosti funkcije 

'-· 
i(x) = axs1nx, (а> 1). 

Rjesenje. Fч.nkclja је definisana za х Е:. (-оо +ОО). Stacioni
rane tai:!ke S"U rj·Paen·ja "jedJJa<:!ine f 1 (х) = О, tj. 

(1/ ах (1na-s1nx + oosx) ;., о<; > tgx = - ..L <.:... > (се$ х..ро )1 lna. 
<=>х= -arotg Ј_+ m п· (m =о, :!;:.1. :!:. 2, ... ). 

lna 
Drugi izvod funkcije је 

f
11(x) ·= ax(lnacosx- sinx) + axlna (lnasinx + совх) = 

= ax(21nacosx- sinx + In2asinx), 

No, u stacionarnim taђkama 6е Ыtt, zbog-(l), 

f 1'(x) = a~(lnaoo~x. - sinx) (1 ) a~(lne.oosx"' + cosxm) 
·х 1 т 1na 

= а '"(lna + -) , cosx 
lna '" 

Dal.je, ~ах) О za svako х, а·> 1)"-) lna> Ь :::.)lna· + l > о. 
· Ina· 

Ctuda vidimo d~ znak dru~og izvoda u stacionarnim tackama za
visi od znaka kosinusa u tim tacka~a. Dakle, 

/1 

f (X.st )). ()<"">cos{.X:8 t)>o<"""">cos(-arctg -L. 1- m/i) >О, 
m=O,;:tl,;:t2,... lna 
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Medjutim, 

coв{-arc-tgl +m'ii)-:::= cos(m1ђ. cos (-arctgl) = 
ma ma 
' 1 

(-l)m • cos (-arctg - ) , ра za m = 2 k: 

('zЪog - L < -arctg ( _L }<О ==> '· 
2 ma 

cos(-a:rctg .:...1...) > О) .i.mamo da је 
lna · 

U · · N 
t ·(..:r2 k)> о,_. dok za m = ?k'$1, :f (~2~е~Ј ~о. 

Otuda :runkei ја ima lokame minim.ume u tai:Цt&J;~~t'/: 

1 - ( ' ж2k = -arctg - + 2k 11 , k = о, + l, + 2 .••• . . 1na ..., - , 

а. lo'II:В.h:i.e · J!l&ksim.ume u . '!;aakama. 

Ј 

x2k+1 = -arctg -L + (2k+l) н, (k = о, ±. 1, ±. 2, ••• ) .• 
' .lna ' 

. -'arct~ + 2.k# 
7min = а~в1ПХ2k = а · • вfn(-arotg ~) 

l --arotg Iiii + 2kN i. 
= б. . • v-;.;:l:::::+::;:tn:::·~e=a 

1 '( -~k+l . -arct~ + 2K+l)H 
7max = а •Sinx2k = а вin(arQtg~ ) 

-e.rot~ +(2~ + 1) 71 
=& 

V~ + ш2а 
\ 355 • Odredi ti m1n1mum f'unkci ;је 

:f (ж) "'ma.x{21x1) 11+.x:t} 

RjeAenje. Oznaoimo sa 

.. 

g(x) = 21 Х 1, h (х) = 11 .+ х\ ра 6emo dobiti 



' { 2х, 
g(x) = х~ О 

{ 
1+х, 

h(x),! 
х~ -1 

:х< -1. -2х, х <О , -1-:х, 

flko nacrtamo g:r_a~ikt>pvih dviju fui'l..k:cija, vidi•no da је miniшalna 

vrijednoэt f'unkcije f'(x) u onoj tacki х u kojoj је 

-2:х = :х+ 1 , tj. u ta~ki х= - _l_ 
3 

1min. = f (• +pmax {2J-}I• !1- +1} = ~ • 

Primijetimo da funkcija f (:х) rtije.diferencijaЫlna u ta~ki 
х = - -!- ) зеr је 

3 

f '<- _1 ) , t(x)-f(- ~) · ~+х-Ј.) 
+ l~m ~ ' :lim 1 1- = 

3 х..,.-~ .. Х+ј Х-+-- у Х+ј 

1 
~ = lim ~ = 11 
З:t3 

Х-:!>- !+ 
Ј 

3 

• 1 1 f(x)-f("" ј3 
f_ ( -';). = 11П: -ј_ 

х~-3- х-~ 

= 1im (':·"2х- i)c. -2 , tj. 
ж-..- ј__ \х +.;... 
" 3 3 " 

• 1 1 1" f+(- '5) f. f __ (- ;) , ра n1:! posм·j"i 1Вvod funkoije ftt:) u 
1 

ta~ki х"' -; • 

' 
Ј-":-. 

~1 ' 
'i;,"'-~--

' 1 f ,, ' 1 
1 1 • \ " 

х 

Napominjemo, da је 
r:<:. i><o, а f+(- ~)>О, 
ра ве 1 ро tcme mойе za
k1ju~1t1 da funkQija .ima 
1oka:lni st:rog miiu:mum u 
ta~ki х=-~. 
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356. Naci najveCi <Паn ni~a 

п v;:;: n = 1, 2, 3, 

RjP.senje. Posmatrajmo funkciju 
:х: 1 

:t(x) =у;= х:х- 1 
Каkо је otuda 

(х> о). 

!. lnx 
:t(x) = ех , to imamo 

1 
1 x.lnx 1 1 ) 

:t (х) = е ·t- д lnx + ~ 0<=>1nx = 1 {~ х = е, 
% :х 

Pnsto p~i tzvod u tacki х= е mijenja -znak od +·na- , to се 
u tacki х = е funkcija 1mat1 maksimum. 

Ка.kо ;је 

2<е<3; 

1,41-:.:V2 -< ~~1,44 .• 
to је najve61 !Slan d"S:tog niza clan 

а3 = 2.[3. 

,-357. Na6i uspra.Vld valjak--maksimalnop; vo1umemi. Нја ;је povrsi-
na Р. ... ... 
Rjeiienje. Oznapimo ва х :radius ·va1~k:a, а visinu sa у-; t~da jez 

2 р 27i 2 ...... -Р= 21i (х +:r.:r)~ ":1= - х = :._ (L- 211:х); 
2~х 2U х · 

(1) 

2 (1) 1f:x:2. р rr р ::~ v =7ix :r = -- (- - 2 '·х)= -!Z.. -1ix. (х> о~ 
. 21i .х 2 

Kako је 

!1! = L- 31ix2 • to 
dx 2 .·'', 

~ = O<:>L- 3 iix2 

dx 2 

1 
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·r:љ M~djatim, zbog х> О, mora bi ti :r. = --
611' 

Dru~i izvod funkcije је 

d2V. ···· :-
--.....-- = - 6/lx • 
~ w 

2 
PMto је х> О ~ < О 1 to се volumen ''а 1.jka. ђi ti tn'Otksima-

d:x 

lan za х ='Њ. 
Visina trazenoft va1.jka је:. 

-;р 

7 = Р-2Н х2 у"' P-21'7':-"i 

2 7ix 2ii{б~ 

2Р 
;-
271/;Р_ 

lt 

Otuda у= 2:х, tj. radi ве о valjku. ci,ji је osr.i pre:>.je:( 

k.re.drэ.t. 

358. U polukrug је upisan trapez Cija је ve6a osnovica pгecnik 
kгuga. Odrediti trap~z makAimalne povrsine. 

Rjeeenje. Oznacimo sa х visinu trapeza, а ~ornju osno~cu sa у, 
ра imamo: 

2r+2{r2-x2 
• х 

2 

PotraZimo,stacioh~:~.rne talike :f'unkcije Р (х}: 

-
dP 1 ·.1 2 2 = r + . • (-2х) • х +У r - х , tj. 
dx 2Jr2-x2 

Р' (х) Otuda р' (х) = О <-> 
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' 

<=> rW + r 2-2x2 = o~lr2-x2 = 2i-r2 1
2 => 

-=:) r4-r2x2 
== 4x4-4r2x2 + r 4(=? 4x4-;r2x2 = ~x2(4x2-3r2 ) = О 

<=> {{po~to х >0), 4x
2
-3r

2 
= О}<=> х= ~ fi . 

Po~to izvod Р'(х) u tacki х = ~13 mijenja znak od + na - , 
to 6е povr~ina tra.peza Ъiti mak~imalna za :х = ··~ ('!;. Gornja 
oвnovica trazenog -trap"za је у = 2 .. yrz~.x'd, ·~ ~' · ( r = radi us 
krultnice), 

З 5 9. U da.tu loptu upisati konus najVP6e · za.~;E'!mine. 
tRje~enje. Ozna~imo ва r po1uprecnik baze ~onusa., sa R-polu
precnik da.te lopte, ва х - rastcjanje izmedju centra lopte 1 
cent.ra Ъаzе k:onusa, sa у - visinu 'konusa, ра сещо imati: 

,. 
1 

, 1 ' R ' 
/ y:=h ; \ 

"' - - __,. ?;(·--.R ' 
_. ~ -- ::~--

.... - • - ·_ Ј._ . Ј: . - . 
1 

у= R +х 
r2 = R2-x2 

Каkо је 

УЈ li 2 2 ~V =-;ffв. -х 1 ( R+x>.J, х>о. 

v' (х) = 0 
[R2-x2+(R+x). ( -2х)], to ; . 

V
1 (х) = O(~R2-z2-2Rx-2x2 = О<=> 
xl 2 = -2R.:!: . t4R2+12R2' х> О~) 

, 6 
R 

:r. = --
3 

d 2V(x) ii 2 =- (-2х 
;; 

2R -4х) = - - (6х + 2R), х·> о ::=.) 
; dX 3 

"'2-vt .... ) <о 
~R' 
zax=-. 1an 

расе vo1umen trazeno~ konusa Ыti ma.kвima-

3 
Poluprecnik trazenog konus.a је r = ~ = JR2- R

2 =...Љ... Vs = 
. ;;·· .;•:, 9 3 

dok је visina 

h=y=Ц+x=R+.lL. 
3 

= _L R, 
3 
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390, Brod је usidren na rastojanju d km od najЫize ta~ke na 
obali. Sa broda treba poвlati ~laв>ika u lo~or, koji ве nalazi 
na obali, а on је udaljen od tacke na oЬe.li ko.ja је najЬliZa 

ьrodu h i§~,.~:j!:oje br~ina vesla'1je. v1 km/sat, а hodanje. v2 
km/sat, koje. је ta~ka ne. obali,gdje se ~lasnik mora iskrcat~ 
ра da Ы ne.jbrze do§e.o do lop,ora. 

Rjel:ienje. Oz,,aoimo ва Т vrijPmё za koje се l':laenik stici od 

broda do lop;ora, t 1-vrijf'me za koje 6е se moci iskrcati na 
о~ 

0 h '-0: obalu, t 2 -· vrijeme za koje 
е' ( / 1 1 1 ( ::t.( 1 • / i' 1'1,( 

1 Ј;~ 6е stici od mjesta iskrcava-
d 1 /' ~ h-X nja do lof!:ore., х - rastojanje 
r' izmedju ta~ke na obali, koja 
. .в .. оd је najl:!li!!ie. brodu i ta<Ske is

krcв.vanja. 

Na osnovu prethodno~ imamo: 

Т(х) = t 1+t2 = .....L. + ..1!:::!... = ..fi2d. + h - х 
vl v2 vl v2 

= о 1.,-') 

Ako је v2:;. v1 , onda po.stoji realno rjesenje 

_ vl • d 
xst. -. 1 

vv22-vl2 

о => 

Posto prvi izvod mijenja znak ва - na +, to се Ђiti minimqlno 
vrijeme 1ako ве glasnik iвkrca u tacki М : ОМ = 

xst. 
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• - н"' 
' 1 

i361.!Neka na stranicama neke knjigв treьa starnpati tekst ро-... ____ __. 
v.rsine s, ali tako da јв gornje i donje polje sirine а cm, а 

lijevo i d~в~с Ь cm. Које su najekonomicnije dimenzije papira 
(ko јеџ: treba utrosi ti za stampanj е takve kn:j.igt:f?, 

Rje~enje, Ozna~imo ~irinu teksta аа х, а vi~inu sa у 1 
Р- povr~inu papira (ukupnu), 

,о. 

} ~Р1 - povr&inu koja otpada na slo-
~~~ ј Ъodna polja papira, ра је 

~~i·: :~:1 ~ ~- ). Р1 2(2Ь<>) • а+ 2Ьу } "') 
', ,... 1 1 

Sl,'--;-,---.j.1"" ___ !....J Pl 2а(2Ь+х) + 2b.S.-;-

Otuda 
,..._-- х-- __ ,.:. 

Р(х) = S + 2а(2Ь+х) + 2~.s.-1- , а izvod ove funkcij& је 
у 

Х)О ,rr;;:;: 
(=.'>" х = v !!§. 

а 

Ka.ko је 

d2P -2х 4bS 
dx2 = -2bS • х4 = -;; 

2 
ioje (х>о=>)4>о; funkcija Р{х) ima minimum u :tacki 

х = ~ , ра се n!l1ekan!')micпije dimenzije papira ЪНi: 

+ 2Ь., i f!f· + 2а. 
а а 

362. Na krivoj у= inx naci tacku najblizu tacki О{о,о), 

Rj!'l1!ienje. Oznacimo sa М ta<1ku na krivoj у = lnx, tada su 
njene k!')ordinate M{x,lnx); а najkrace .(trazeno) rastojanje 

ОМ = d = Vx2+ln2x ·~ 
Izvod funkcije d(x) је: 



Ј!Н 

(2:х~ lnx) 
х 

· .. · 
d 1 (х)· d {:::'> х2 + lnx = о. 

Medjutim, posljednju jednacinu ne mozemo rijeвiti tacno, nego 
pribjegavamo priЪli!nim metodama. 

Ostavlja se citaocu da rije&i posljednju transcedentnu jedna
cinu i time odredi t~cku м (x,lnx) /iskoristiti neku od nttme
ril:'ikih metoda/. 

N'apomenimo da 
ocigledno ako 
f(x) = lnx 

ве rjesenje nalazi u intervalu (o,l), sto је 

se ~acrtaju krive 
i g(x) х2 

х 

у--х~ 
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§ 3. fi. TANGENТA I NORМALA КRIVE U RAVNI 
~ GEOМETRIJSКA INTERPRETACIJA IZVODA -

З6З. Naci koeficijent tangente krive 

х=~ 
t+2 

у = ___!_ , gd је је t reS:lan parametar • 
. t: -Ј. 

u tal.'!ki (1,2). 

RjeAвnje. у 1 = ~ 
dx 

tacki (1,2) oд~ovara vrijedno~t parametra 

(1=_E.L, 
t+2 

Otuda 

2 = ......:L ) (:::::) t = 2 • 
t-1 

-16 =- = -4. 
·4 

364. Data је kriva 

" 
Pokazati da је ta:p.genta krive povul.'!.ens. u tacki za t = 2 ·Yz 

'; 
iвtovremeno i normala kriVe. 

у 

Rje§enje. Ns.djimo koeficijent вmjera } 
tangente u t~ki А(~ , ~ : 
у'= S!'l "' 3t dt == 2 t , ра је 

dx 2tdt 2 

k = УА = 2. • 2Va = Vi. • 
2 '; 

Neka је В tacka.. na krivoj u kojoj nor\IIS,1a ima ltoeficijent 
. 1 1 

sm. jera k1 =-k - W . 
Tada imamo 

k1 = Ув = - ~ ~> 

2 tв = - _!_ • tj. 
2 1{2 

•• ,1,·' 

i 
'{2 

tв = - --- , ра tacka в 
3 



ima kC'ordinate 

Ув = 

38:> 

-2V2 
27 

Da Ъi pokazali da је ta~genta u tacci А u isto vrijeme nor
ma1a na krivu u ta~f:i В, dovol,.jpo је pokazati da vrijedi k/,J 

2 "2. 16 ifl' 
У'13 - У• - тг - "7-Г .r-= 

Зtavimo: kАВ = .н. - - = v 2 = k • 

ХВ - ХА ~ ~ 

365. Dokazati da se krive 
i 

у2 = 2 m (х - а) 

'ј= е 

sijeku pod pravim uglom • 

. Rje!enje. Dovo1jno је pokazati d~ је u presjecnoj tacci 
(х0 , у0 ) izvod jedne !unkcije jednak suprotnoj recip~ocnoj 
vrijednosti izvoda druge funkcije, tj. 

Yt (х0). = - -,1-- , кdје је 
Y'z (х о) 

ђ = V2m(x-a) ,_ 
·Ъ~х 
иг 

У'2 = е 

Presjecna tagka ве doЪije ~zjednacavajuci. ordinate; 
ъ-хо 

(~) J2m(x
0
-a) = е-ш- , a1i 

nаша nije potreЪna eksplicitna vrijednost presjecne tacke 
(арвоiве х0), jer 

(1) 
. > 

=> 

c:k. 
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366. Dokazati da sve normale krive 
~ 

2at у = a(1-t
2a 

х = :--:-2: ' l+t 1 ~ t 
(а )о) 

prolaze kroz jednu fiksnu tacku. 

Rjesenje. Kako је 

dx 2a(1-t2
) 

dt (1+t2 ) 2 

~ to је .".'=j,;r...= 
" Q.x 

dt 
··. 

Otuda jednacina normale g1asi: 

у - a(l-~2) = l-t2 (х - 2at } , od\1osno 
l+t at 1+t2 

1-t2 
(~) у = . х • 

2t 

Iz jednaCine (!r) vidimG da fNe normale(Cije se jedn13.15ine 
doЬiju aajuci parametru t razne vrijednosti) prolaze kroz 
koordinatni po~etak (fiksnu ta~ku). 

Te_normale oЪrazuju pramen. Nije tesкo primijetiti (saЪira
juci 1 kvadrirajuci date parametarske jednacine .doЪije ве 
jedna~ir.a kru~nice) da data kri va :predstav:l. ја kruznicu. 

367. Za koje se vrijednosti parametra 1-. mogu povu61 tangente 
na krivu 

iz .koordinatnog pocetka? 

Rjesenje. Kako је 

у'= ех+ (х+4).ех = ех(х+Л+l), 

to jedna~ina tanqente na krivu, koja pro1azi kroz О(о,о), ima 
oЪlik: 

У-у = ех( х+). +1) (Х-х), 

а posto mora prolaziti kroz tacku О (о,о), mora vrijediti 
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0-(х+ ,()ех = ех( х+ .\+1) (О-х), tj. 

(1) х2+А х- А= о. 
Da Ьi j~dna~fьa (l) 'imala rea1na rjesenja mora Ьiti diskrillli
nanta D~ о, tj. 

д. 2 + 4 Л~ о <=> Л( Л+ 4.) ;а. о <:) 

<=> t(АоЕ-олЛ+4Е;О)к(Л~олЛ+ 4 ~о>} <s:> 

<=>СА."'- 4V~:~O)<=> А. е: (-оо.-4) U(o,+-o.::~~). 

368. Na cikloidi 

х =a(t-:-sint) 
у- = a(l-oost) 

na61 ta~ku М ~ija 6е ordinata sa subnormalom i norшa1om cini
ti trougao maksimalne povrsine. 

Rje!enje. Oikloida·je ravna kriva koju opiauje ~iksir~ tac
ka М, nepokretno povezana ва kru!nicom ~оја ве -kotrlja bez 
klizanja ро nepokretnoj pravoj. Ako је tacka М smje!tena na 
kru!nici, dоЫ jamo oЫ~nu cik1o1du (ko_ju 6emo 1111, inace, ро- · 
smatrati), ako је unutra- skracenu, ako је van kru~nice- pro
duzenu •. 

\"' 

Povrsina trazenog trougla 
је 

SN • Ум 
р = , а 

2 

8N. ' 1 int . 
~=ltgc(l=lтt=1!1=' 8 

.. _, 
•м .... 1-cofit 

ра iшamo · 

Р = Yi • l Y"
1
f = -L а2 (1-coat) \вint!~ = a:(sin2t~cost-coa2t)· 

2 · 2 dt ·sgn(з.int). 
Stacionarne tacke .funkcije P(t} -su ~а U • о, tj. 

1 . dt 
- а2 (ain2.t + cost ..;. cos2t) = О, oёino1;1no 

2 
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2 cos2t - cost - 1 == О =) 

(cost)з_ 2 =< 1-t '1/9 = 1 -t '3 => 
, 4- .4-

(сов:t = 1 л cost =- _!_):)(t = 2kтr·,, t = 2:tr + 21<11", 
2 '3 

-t = !_N + 2 k1i k=<o, ±.1, ... ). 
3 Ј . i 

Provje:r;iiii.G da li se radi о ekвtw.mu fu.rUccij·~ P(t) u ovim 
taiSka.ma. 

··. 
Po.to је 

d2P~t} 
dt 

(2sint cost - sint + 2 Qost sint).sign($int), 

to 
"г_{!$) 
~<О. 

dt 

Odatle z~~u~ujemo da funkc!Ja uzima maksi~lpu vr~jednost 
·za t .. 2: + 2k7i, 1 t = 4; + 2kN Ј J::=o1 t1t2 1 ••• 

. Na k:raju koordinate ta~ke И sil: 

21F · ~ 
хм= а{т- ~) 

. 2 

Ум= а • ....L. 
2 

369. Na elipsi odrediti taiSku u kojoj radius vektor i norma
la ISine najve61 ugao. 

Rezulta1;.. иf~ , .JL\. 
N2- \fТ Ј 
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§ '3. 7. KONКAVNOST I KONVEКSNOST - PREVOJNE ТАСКЕ 

370. Ie~i t~t.~ konkav.nost, konvPksnost 1 prevojne tacke kri:ve 
linijo у = · Jin~. ~:··•t,; 

Rje~enje. Sinusoida ј= sinx је konkavna prema pozitivnom 
smjeru у-ове u svako ј ta/5ki ~d ;]е је у 11 = -sinx >О, dak1e, 
naprimjer (posto је funkcija periodicna а periodom 2i.i) iz
medju 7i 1 2li; t~ raste od vrijednosti -1 u х= Н preko vri
jednoati О do vrijednosti +1 u taёki х= 2U; ona је konveksna 

svugdje gdje је - ain:т< о, dakle naprimjer izmedju О 1 1i 
gdje tgd. (koeficijent emjera tangente na sinusoidu) pada 
od '+1 p·reko О do. -1. 

U ta/5kama 'o,7l, 2/i prelazi krivulja iz konkavnosti na kon -
veksnost iii obrnuto Prema tome funkciЗa у = sinx ima prevoj
ne taёke za :ж1с= k 'ii ј k = О, tl :!: 2 , 

Napomenimo, da u tac~ama. 

ii -xk = -. + 2k/1 , (k = о, .:!: i, :!: 2, ••• ) 
2 

funkcija ima makeimum 1 da.je u tim tal5kama konveksna, dok u 
tackama 

xk = - ii + 2k Ј/', ( k = о, .:!: 1, ••• ) 
2 

.funkci;]a (data) ima minimum (u tim taёkama je.takodje kon
kavna). 

371. Ispi tati konveksnost, konkavriost 1 prevojne tacke 
kr1 v1h lin1 ја 

5 8 
у= х~. у= х~ •. у= х3 , у~ х4, у~ ~5, у= х6 , у'= log cosx. 

Rje~enje. 1° Kod funkc1je f(x) = х~ imamo: 
1 . А. 

ft.:x:.)=j::x: 3
, 

1 
f ''(х) = lo • Х. - '3' 

9 

Ako prvi izvod izjednacimo s nu1om, doЫjamo da је 

хо = о. 
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Drugi izvod, 1 svi вljPdeci izvoni, zbog negativnog eksponenta, 

ne postaje u tal!ki х0 = о. 

Za х> о, rн(х)> ора је grafik za х >О konkavan, dok је za 
х<О (f"(x)<O za х<·О) gra:fik kanveksan':P'ieril9: lpy-os1. Iako 
drug1 iz~aatoj1, mozemo zakljuci'ti da је tacka х = О 
prevojna taaka, jer drugi 1zvod u toj tacki mijeшja znak. 

8 

2° Za funkc.iju f(:i) = х; је 
5 

r' (у) = ~ х!5 
2 

. r 11(x) 8 5 'Х:; = ; . ~ . 
1 

(tx) = ~ 5 2 -; . ; . ; . х 
V1d1mo da. је u tack:i х0 = О: f 1 (о) = О, fll(o) = О, ali f 111 (о), 
kao 1 sv:f sljede6i izvadi, u tack1 :х 0 = О ne poatoje ( jer u 
njima fi~1вe x.sa negat1vnim eksponentom)j. Da Ы 1sp1tal1 
karakter 1pr1rodu) tacke :х0 = О, uzi~mo dvlje vrijednost1: 
-С. 1 + Е u okolini ta/:!ke х0 О, ра· is"i tajmo znak prvog 
1 drugog izvoda: 

2 

Е. ; "> о => da tac ka х0 = О 

nije prevojna ta~ka; 

.r '<- ~) = ~ 3R < о, r '< + Е ) = ; з;:iУ > о ; 
dakle, prvi izvod prolaze6i kroz nulu, mt·jenja znak: sa nega
t1vn1h ~jeдnost1 pre~az1 na pozitivne, ра ~unkcija ima u 
tal:!ki х0 = О minim:um. .. 

Ровtо~је d:J;щ<i izvod 
'3" 

у = х- konkavan, jer 
valu). 

30 Funkc:ija У= x;s 

у' 3 х2 
.yll = 6 х 

uvijek nene<)Qtivan to је ~rafik funkcije 

је .r•(x) =О sa~o z~ х= 9 (а ne u inter-
· ..... ', 

.. ;;l; 

ima izvode: 
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111 
у =б 

/4) = О; 

а njihova vr~jedn9st u ta~ki х0 ~ О је: 
,··.»_ 

~ (о) 

r"(o) 
r'"(o) 

= о 

= о 
= 6) о. 

Dak1e, u tacki х0 = о ne postoj! n! konkavnost n! konveksnost, 
ve6 samo prevojna tacka. ,, 
Za х>О, f (х) >О; funkc!ja је 'lton'\tavna, dok је za х<О, 
~~~(х) <О, ~unkc!ja konveksna. 

4° Kod ~unkc!je ~(х) = х4 !ma6emo; 

1 
~ (х) 

:r"(x) 
~'"(х) 
t.w(x) 

= 4 х3 
= 12х2 
= 24х 
= 24, 

а u taflk! х0 = о., 

.t' (о) = :r• (о) = ~"'(о) = о, :r(4) (о) = 24) о. 

Odat1e v!dimo da u tacki х0 = О funkcija ima minimum, jer је 
prva о~ derivac!ja koja ве ne ponistava u х0 = О parno~a reda 
1 >О '(da је Ъ11а -с:: о, ~unkc.ija Ъ1 im8.1a maks!mum; а da је 
Ъ!1а neparnoR reda, ~kc!ja Ъ1 ima1a prevojnu +.acku). 

·Graf!k.funkcije је uv!jek konkavan, jer је 
и џ . 

f (х) ~О za svako х 1 а ~ (х) = О samo u jednoj tac-

k1,(a ne u·nekom intervaiu). 

5° Za funkcij~ у = х5 !ma6emo: 

r' (х) 
·~''(к:) 
f'm(x) 

r(4) 

rC5) 
= 120 х, 

= 120 • 

Grafik funkcije је konkavan za х')-0 1 jer је za Х> О, 
f''(x) '> О, dok је konveksan za х~ О (; 1 (х) -с о za х <О). 
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1 
f (х) ~ Or 1 

(;jer funkc1ja nета ta/Saka u kojima nета prve d~_riva~ije ni ti 
ta/Saka-u kojima је prva deri,-acija beakonacnВ:, Э:.:ria<k:rajevima 
definicionog podrucja ne uzima konacnu vrijednost). 

No, :r•(x) О(:::=) х0 = О, а u 'toj talJki је· .. 

:r'(o) = f 11 (o) = r""(o) = :r(4)(o) =о~ 'r{?)(o) = 12(1 >о. 
Dakle, u ta~k1 х = о је praтojna ta~ka. 

о . 
6° Fцnkcija f(x) =·х6 1ma izvode: 

t' (х) бх5 , 
t 11 ~x) "' 3о х4, f' 1"(x) ":' 1.2:0 х3, f'(4)_ = јбо х2 , 
:r(5) = 720 х. f'(б)(х) = 720, ;r(7)(x) = ••• =О 

f'oito је u fqёf<i жо=о ј f'<o)=f''(o )= ·· · ""fc
51

(o}"=o t.{161
(o}='120 'Ј> О 

to је u toj ta/Ski funkcija konkavna prema.+y-oв1 (tu funk

oija ima takodje m.inimutn). 

Grafik ;Је uv1 jek. konkavan, jer је za вvako х , ! 11 (х) ~ О 
(а f~ (::lt") = о samo za х = О). · 

7° Kod funkcije f(7) = 16g совх 1ma6emo: 

f ' (~·) Ј! 1 .. = -tgx, :r · (х) = -~ 
cos х 

ра је za 
.. 
х = о : 

• . о 
f {о) = о, :r11

(()) = -1 <о. 

Prema tome ova funkcija је u ~ack1 х0 = О konveksna prema 
+ У -osi (tu funkc!ja 1та maksimum). Ova funkcija nema prevoj
nih ta!Saka, jer је :r'' (:х) :1- О za svako rea1uo х (drugi 1zvod 
n1kad ne mijenja zn~k). 

InalJe funkcija је konveksna prema + y-os1, .jer је za. sva.ko х 1 
iz def1n1c1onog podruc'ja funkcije :rfx), i''{x) .( d. 
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372. Кakva је prtroda taake х0 , za koju vrijedi: 

1° f
1 (хо) = о;. 

< 2° zi'x = :х:о funkcija f (~) nета ni minimum 

ni maksimum? 

Rjesenje. Iz uelova 1° 1 2° Rlijedi da su svi parni izvodi 
funkcije :f(x), u taaki х= х0 , jednaki nuli. Ako је peki od 
neparnih izvoda ~о, onda је u taaki х= :х:о prevojna taaka •. 
(Nara·гno, da ova dva prethodna zakljucka vrijede ako data fun
kcija ima izvode viseg reda u taaki 7 = х0 ). 
Na kraju, ako su svi izvodi visega reda = О u tacki :х: = х0 , 

onda ;1е tu rijec о funkciji у = oonstf Afi ne u"ifei:; пр,.. f-q 
:Ff~J=S9'!.:X:· e-'l:~~:a :to .:.; .;.о,_ o_rro;• о, .,"r1q. ~Уе i:eyOde =о v ::с .. :х .. == о1 
а lpqk Jl!' ж.. -о P~YDJI10 f'9c,k9, q :F-11:1 mте J(Cn$/Qnj'q). 
З7З. Каkо 6е P.las:i:ti usl·ov Ј:"(х) = о za prevojnu tacku krive 
linije koja је data u paт.ametarskom oЫiku? 

Rjesenje. Neka ј.е kriva l:f:nlja d:ata izrazima: 

х= fl(t) 

у.= f2(t), 

tada је njen drugi izvod dat 1zrazom 

r''(:x) = d2J = :r{(t).r: (t) .- r;(t).t1" (t) 

. dx ... (:f"1 (t))3 

Dak1e, potreban uslov za ~revojnu ta~ku је: 

r~ {t) • r2" (t) - :r~(t) • ti {t) 

{ :r~ ( t') )3 
=о 

374 Ispitati konvekвnoet, konkavnost 1 prevojne taake kod 
oikloidez 

Rje~enje, Каkо 

у = a(l-coвt) 
х= a(t-sint), 

је 

r 1: s1n:J4 f (:С) ;. 
a(l-cost) 

r'' (х) -1 = a(l-ooвt) 2 , jer 

.·~ 



1 

f(x) ~ 
dx 

39'2 

а sint dt 

a(i-~ost)dt 

to cikloida ima maksimume za: 

t=~k+l)i7, (k 

jer је u tim tackama 

" f (х) < о. 

+ 1, + 2,··.' •.• ) , - -

Prema tome u okolini svih tih taqaka cik1oid~ је konveksna 
prema +y-osi. Preciznije, cikloida jf! konv(ilkвna prema. osi +у 

1i - - -u interva1ima: (-2а ,о); (О,2аИ); ( -4а 11, -2а Н ) ;' 
~ - . . (2а Р, 4a,lt); ••• ; dakle, u vim intervalima1 na Cijim kraje-

vima funkcija ima vrijednost.nulu. Inape, cikloida nije nikad 
konkavna. 

Naporoenimo da .ве minimumi ove ~unkcije ne шqgn dobiti rjesa~ 
vanjem jednacine 

' f (х) = о. 
Zato treba.ispi tati vrijednosti funkcije· ria krajevinia defin1-
cionog ~odrucja i istra~iti ta~ke ~ kojima funkcija nema izvo
da, 111 izvod nije kona~an. Odmah'vidimo da prтi izvod u tacka-- . . . . . 
ma t = 2kl7, (k = о, + 1, •.• ) ne postoji, ali postoji besko-
nacan 1:i. jevi 1 d esni i zvod { ( 2 ak ii) ·= - с0, .f; ·с 2аk'7Г' ) = + «>), 
ра funkcija ima lokalne (stroge) Ц!inimume u. tackama·. 

х = О, ;t 2а if, t 4а ii, ... 

375. Ispi tati konveksnost konkavnoвt 1 prevojne tacke funkcije 
. . ,{ 2 .. ·1 

у = f(x) = х sin --х , (х :1- о) 
О, х··-= о .• 

Rjeвenje. Funkcija jf! nepreki:dna u tacki .х·= О, jer је f·(o) ~~:~~ 

lim .f'(x} = lim х2 sin ; = о, а njen izvфd 
'11:-IO :к"+О 

! ... 

f
1
(x) = 2х sin _L - cos _1_ 

х х 

је prek:idan u tacki х = о zbog co.s ; Pr.ema definic;t,ji izvoda 
u tack:i х = о, Ъiсе 



393 

1 
f (о) lim f(x) - f(o) 

. 2 i. l = lim х .s n -y-
;r.o х :r...o 

х 

= ttDl :t~fii-n ;,.],_ =о, (jt=>r 1 x.вin ;: 1 ~ }xt"-~ ) , 
х4о · ,. ·· х 

tj. f'(o) = о. :Ьakle funkcija је diferenc1jaЬilna (1ma konacan 
izvod) ·u ta~ki х = о, iako је njen izvod t(x) prekidan u toj 
ta~ki, jer f~x) ne tezi o.dredjenoj grani~noj vr1jednoвti kad 

1 ' :r-.o, tj. f(o) = О, a·l1m f(x) ne postoji. 
Х40 

Xako vidimo rje~enje jedna~ine 

f
1 (х) = о, 

је.х =О, ali ma u kakvom malom inte~lu oko ta~ke :х-0 =О 
data funkci1a 2ma beskona~no mnogo pozitlvnih 1 Ъeskonacno mnogo 
nega.tiVnih -vrijP.dnoвti. 

Prema tome, ma u kako malom·intervalu oko ta~ke х0 =о ne mogu 
ве primijeni t1 de.fin1c1je konkavnosti, konveksnosti i prev:o.jne 
talSke, tj •. u tom 1ntervalu funkcija је Ъeskona~no mnogo puta 
konkavna i konveksna 1 1ma Ъeskona~no mncRo prevojn1h ta~aka; 
ра ma kako uzeli malen 1nterval oko ta~ke ~о = о. 

PrimjE)dba. ·1 ° Provjeri ti 1ma 11· jednaiSina 

f 1 (х) = О 
i d·rup:ih rjei!ien.ja .osim .х0 = О? 
2° .Na6i ekstreme funk:cije. .f(x) .(diskutovati!). 

,. 

3° Provjeriti (ispitati).rj.e~enja jednaOine 

i'(x) =о 
1 zat:.t.m iz:vesti· zakljucak о karakteru takv1h rjei!ienja .• 

4° ~ta је_ sa koЦveksno~cu. 1 konkavnoi!icu u c1jelom definicionom 
podrucju funkcije f(:r)? 

5.0 Skiciratl grafik funkcije f(x), .kao-·i funkcija f{x;, = 
=·sin ;: , g{x) = x.sin+ 

376. Isp1 tat1 konkavnost 1 konyeksnGst prema polu kod Arhime
dove, hiperbolicke 1 log&r1tamвke вpirale. 

Rjeaenje, 1° Arhimedova spirala је kriva koЗu opieuje tacka 
krecu~i ве ravnomjerno (jednako) ро pravoj која se, opet, ravno-
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mjf!rno ( ;)PdnakoJ. оьrсе oko .jedne Pvoje ta'Jke. Ako se proizvolj

na ta~ka О prave о l<:o-j<r;t jt! rij-91!· uzm~ !:fl. роЈ:., а- zaQ.a:.ta. prava 
еа lzabranim emijerom na njoj za polarrtu ов, jedna~ina Arhime
dove spira1e u po1arnom l:coordinatnom s.is-temu.· 6е imati oЬlik: 
f' =О.~ gdje је ~ konstant.a. Arhimedova spir~ia · i~ dvije grane 
od \i:oj.ih jedna od,!tovara vr!jednostima'f')O, а qr~a vrijednosti
ma '1'< о. 

Rastojanje izmedju dva susjedna navoja du!!i ta4iuв-vektora је 
konstantno i jednako razlici а·("Р+ 2R)- f!·'P;... 2На. 

1 . .· 1' 1 . 1 • 1 . 
9 (f) = а, . r= аор, (у)=.-~ 

ti (-..!Ј\ . ( 1 )1/ 2 
у 1 1 = о, . Ј' = ~- , 

otuda 

/ 

. i [ 2 ]' 
= а ..Р . a·'f _+ -;р; 

Dak1e, Arhimedova spirala је konkavna prema polu. 

· .2 ° Kod h1 'I'Jerbolicke spira1e 

1ma6emo: 

у> .L f :t. , ' 11 

= .-;- • (т> = -;-·{ -;-)= о, 
ра је izraz (us1ov za konkavnost) 

• . 1/ 

f1 tp1 +(-1 ) )= L [...:!:+о] 
Р а а 

kriva ~onkavna p:r.ema po1u. 
о . 

3 Kod 1ogaritamske spirale 

..р2 
=-:-z->0 

а 

(а> О, k ::;.. О) .. 

1ma6emo 

1 1 -r- = =-а-. е-т.k~\б;-
а 

-k'f • е, 
11 (; ) 

Ј 

i o.tuda је 
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r l. '-i-71'}= 1 -k~c-l -kf' .l -]е1' ]' . о • ~\ · .-.е . .е + • е"' > 
f r f а· а й. 

• 
za .~·.сО <'i?<.+ <::~!'. 

т·, , .. "'·· ·. 
Dakle luk krtve је konkavan prema polu. 

Logaritamska spirala ima oblik: 

х 

HiperЪolH!ka вpirala је kriva u ravni koju opisuje ta~ka М kad 
se krece ро polupravoj ОА koja ве obr6e, i to tako da је rasto
janje taoke М od centra oЪr.tanja о obrnuto proporcionalno uglu 
obrtanjaJ? = ~, gdje ј~~ rastojanje pola О od n~ke ~rave 
р - aвimp.tote hiperbolioke. spirale; ta asimptota је paralelna 
s polarnom овi х. 

'Ako se zavisnost izmedju,? i "r izrazi pomocu Dek8rtov1h kO<'rdi

1· 
о 

nata (u oЫiku: у= а:х), 
grarik ove zavisnosti се 
Ыti hiperbola. Odatle i 
pcitioe naziv hiperbolioka 
spirala. 

§3.8 ISPITIVANJE·TOКA I KONSTRЩCIJA 
GRAFIКA FUNKCIJA 

f З77. - ;rspi tati precizno tok funkci·je 

r(x) = х3 - 6х2 + 9х - 4 
1 nacrtati njen grafik. 

Rje/3en:!e: 

1° Funkc~ja је definisana 1 neprekidna u intervalu 
(-со,+.;о), 

2° Kako је 

f (х) = х3-бх2+9х-4 - х2 (х-4) -2х(х-4) + х-4 
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izlazi. da funkc.1.Ja .ima dvoatruku nulu х. = .. 1 i nulu х = 4. 
Poito је uvij~k (х-1)2~о, znak :f'unkcij'e .• zavisi samo od 
:f'aktora х- 4: za х:<·4,' f (х)< О, а za :t).~,· f (х)> О. 

3° ~cija nije ni parna.ni цeparna. p~~~ik fuh~cije ае 

40 

prote·ze u Ъeвkonacnost, jer ako ве :f"un):cija napHie u 
obllku 

f (х) = х3 (1 -
х 

vidi se da f· (.х)- +.ео kad 

х--оо. 

Prvi 1 dr1ig1 izvod ::unkcije imaju oЪlik: 

:r' (х) . 2 
3х -12х+9 = 3(х-1) (х-3), 

18 
:f' {х) бх-12 = б(х-2). 

Staciona.rne tacke za f (х) jesu korijeni jednacine 
f

1
(x) =о, tj. 

3(х-1) (х-3) О. 

Odavde s1eduju dva rjesenja: 

х1 = 1, х2 = 3, 

ko_ja predatav1j.aju apacise stacionarruh· tacaka. 

Stacionarne tack~ izvodne ~Uпkcije :f'~ (х) su·korjeni 
jednacine 

lt 
f (х) = О; tj. б(х-2) = о. 

Rje~enje ove jednacin('j је х.== 2. 

Iapitajmo interva1e monotonosti :f'unkcije f (х.). Stacionar
nim tackama х1 == 1 1 ~ = 3 podijeljena је oЬlast definisa-

. nosti funkc1je na ·s1jede6a 'tri interva11iH 

(-со, 1), (1,3), (3, +оо). 

Isp1 tajmo znak izvoda funkcije f (х),' ~ј·. 1ihEik: izraza. 

:f'
1
(x) = 3(~-l) (х-3): 



f '(х) ~о<=> ~(х-1> 0.): (х-3 i о)Ј v ((х-1 <О)" (х-3..( о)Ј} 
<=>{tx;~>3lV(x<1J}<_.{x€(-<10, 1)V х.-:(3,+<*-)Ј 

<:=') :kif'(-<'0, 1) U(3,. +QO), 

f 1 (х)'(0(=>{((х-1>0)л(х-3<0)) V ((х-1<0)Л(х-3)>0]} 

(:) ХЕ:(1,3). 

Prema tome :funkci ја raste · u intervalima (- «:>1 1) i 
(3, +Оо), а u interva1u (1,3) opada. 

U stacionarnoj tacki х1 = 1 mijenja ве karakter monotono
sti funlccije tako da ona iz rascenja pre1ai:i u opadanje, 
te tacka х1 ~ 1 predstav1ja tacku 1okalnog (re1ativnog) 
maksimuma. Ovaj mэ.ksimum. ima vrij.edЋost 

Ymax = :f (1) = о. 
U staciona.rnoj tacki х2 = 3 mi jenja se karaktPr monotono
sti funkcije tako d'a .ona iz opadanja pre1azi u ra.Menje, 
te u ~ = 3 :funkcija f (х) ima 1ok.a1ni· minlmum. Ovaj mi
nimum ima vrijednoвt 

Уm1п = f (3) = - 4. 
о /1 5 Pol§to је f (х)<. О za х< 2, iz1azi da је gra!ik !unkci-

je f (х) konveksэ.n u intArva1u (-оо, 2). Slicno, zbog 
f (х)/ о za ·Х) 2,. ~1ijedi da је grafik fun~ije koLka
van u .intena1u (2;· +ео). 

Dak1e, vidimo da funkcija у = ! (х) u х = 2 mijenja 
konvekвnost (~to је dovo1·;ja.n uR1ov za prevojnu tacku) 
ра zakljucujemo da gra:fik ima prevojnu tacku М(2, - 2) 

6° Po~to је 

11m f (х) = ± ео , 
Х-">±00 

to kriva nema.ho~izonta1nih i kosih asimvtota. Takodje 
kriva nета ni vertikalnih asimptota, jer је neprekidna 
u cije1om interva1u (-СЈО, +со) (funkcija poprima konacnu 

i odred jenu. vrijвdnost za svako realno х}. 
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7° Gra:fik sije~e y-osu u tacki 

у= -4~,(х = Ој\у = х3-6х2+9х-4). 
Тa~iicariadjenlh ~odataka izgleda ovako: 

х (-oo,l) 1 (1,2} 2 (2' ') 3 43, +е~~;~) 

r• (х) + о - -.3 - о + 
t"(x) -. -6<0 - о + 16>0" + 

(х) raste о opgda' pre- opada :..;4. raste f 
/ mаж.. . ..._ ~~'vn;!.'t III:Цl, , 

-2 
.......... 

S1rica lirat'ika tunkcije у ".. f (х) J>:rikaza'na је na вlici: 

у 1 

~ Iвp1tat1 t .. <nnkoije i nacrtat1 krivu 11n1ju у • r (х) 
r..Yako .~е f (х) = x6~,x4+3x'l. . 

R:lei!ien~e. 

1° Fnnkcija је definisana 1 neprekidna u intervalu 
(-оо, +оо). 

2° f {х) = О(:)х2 (х4:-3х2+'3) = О<=>"(:х = ov·x4-:3i2+3 = о}(:::)х=О. 
hema. .tome f~kcija .r (~) ima dvostruku:,1!-~~Ч i11=

1
,
2 

"' о. 
Каkо је х4-3х +3. :>О 1. х ~о, to. је f'unk~ija uvijek neneqo
tivna, tj. t (х) ~О za svako х. 
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; 0 f
1 (х) = 6х5-12х;+6х = х(6х4-12х2+6), 

fu(x)· = 30x4-3qx2+6 = 6(5х4-бх2+1), 
l . ' . '4 2 4 2 

f (х) ~- <»)ьх(i .-2х +1) = O<=t(x = ov:x: -2х +1 = 
<=) (х== ovx = 1Vx = -1), 

О)<-:) 

• . k tj~ funkc!je. ~ (х) !ma. stac!onarnf! ta/5.. е .ва apsc!sama 

~1 = О, .~2 = 1 1 х~ = -2. 

Isp!t~jmo karakter вtac!onarn!h ~acaka 1 !nterva1e monoto
nosti funkc!je f (х). Stacionarnim taakama pod!je1jena је 
oЫast d'efin!sanost! fUnkcijE'! ·t: (х) n'EI: sl.jede~ll>·1ntE~rva1e: 

(-ое, -1), (-1,0), {0,1) 1 (l,+<:V), 

f 1 (х)> 0<=.>6х(х4-2х2+1)) 0(:> х(х2-1) 2 >О(:.> 

(.:){х'> Ол (х2-1) 2> (};}(':::>{;> 01\Х ,ј 1} <=> 
(~1> х E(O,l)U {1, +ео); 

e11an1m rezonovanjem do.biva se 

f
1 (x)<O(:)X€:{-oo, -l)U(-1,0). 

Prema tome funkoija f {x)._raвte u intervalu (О, +СО), а 
opada u !ntf!rva1u. (-~. О) Ј da~1e u ta~ki х1 =о {вtaoi
onarnoj taak!) m!jenja ве karaltter monotonoвti tako da 
funkcija f {х) prelazi iz opadanja u ra~cenje, te tacka 
х1 = О predвtav1ja tacku lo.kalnor, minimuma <!ija ;Је vrijP.d
nost 

Ymin = t {~) = Q. 

u preostalim stacionarnim tackama ne Шtjenja ве znak ~r
v;-og izvoda, ра tU. funkcija nema f!Xtrema. 

Primijetimo da јР. flt(OJ = б> о, f
11
(:-1) = ftr(.f:1) .. о, 

tj. da је u stacionarnim tackama х~ = -1·! х3 = 1 
zado~oljen potreban us1ov za prevojne taake. 
Provjerimo da 11 је u tim taakama zadovo1jen 1 dоvо1јэл 
uв1ov, tj. da u t!m ta:6kama drugf izvod mi jenja znak 
(mijenja karakter konvek~nosti i konkavnoPti). 



4° Posto ~unkcija ima, u cijelom definicionom podru~ju, 
drщ;i izvod, to se prevojne ta~.ke ne.laze, ako ih ima, 
meiJ ju rjPSenj.ima jednac±ne 

fu(x) = о, tj •. 

5х4 - 6х2 + 1 = о, 
ol.akle је 

Pzevojna ta~ka се Ыti si~o ona tacka za koju drugi 
tsvod, pri prolazu kroz tu tacku, mijenja znak. ~ato 
ustanovimo znak drugog izvo·da (karakte.r konvekвnos:ti). 

Юiko је 

t"(ж) = 3ОХ4-36х2+6 = 6(5х4-6х2+1} = 
= 30\x+l) (х+ ~) (х- ~) (х-!), 

te, pomoou tabell'!, dоЫ vamo 

·•. 
""' '·-'~-«J,.~l) (-1,~) ~: (-~~~> .~ ~,1) х -1 1 (:1;,+.0)' 

~+l - о + + + + + + + 

X:+ifl " 

о + + + + - - - + 

:а:-~ - - - - о + + ·.-t 
•' 

х-1 - - - . - - - .- о .. + 

fr"(x) + о. - ,О + о - о .. + 

Poi'Ji;lo drugi izvod mijenja znak ·u stacionarntm tackame. iz-· 
vodne :funkc1je f '(х) (primije:\:imc 4а su ·dvij~ st~oionarne 
'tackl! izvo'dne · ru'n.kcije' u isto ·'Vrij~e. !';t;li!.c~9:nf'lrne tacke 
~un:lr.eije f (х)}, to su вvе ~etiri ta~ke ·p~evgjn~ tal:!ke. 

(apseise prevojn1h tacaka krive у "' f (х) ) • 

R'ad;j:irno vrijednost funkcije u svima karakteristicnim 
· i;acJrвma: 

.. 
., 

.-; 
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( ) f (~) -- ~ = f(~). f (0) = 0 1 f (-1) = 1, f 1 = 1, _,- ~G? ? 

t 

1 

f 
1 

:t· -4 ."~ --S' 
81. 

1 
.1 
~ 
1 

1 

1 

х 

5° к;t"1va. у= :ж6-~х4+3х2 nеша a.вi:чptota. (obrazlozenjeisto kao 
u prP-thoдnotti zaд!!.tku). 

6° Primijetimo, da је data d~taljna ~aliza, · iako SP. rad 
mоцао za po1ovinu вmanjiti zbog f (-х) = f (х}. 

Gk 
д79.t-· Naortat1 g.rafik iunkc~jF! у = f (:ЈС) 1 i'вt1i tati njenu vari ja:-

ci:)u, Цо је · 2. ~ 

f (х) = ;f" (1-х) •. 

R1e§eniie. 

1° Punkcija ~е d!flniв~ 1 neprek!dna za svako realpo х. 

2° f .. (x) * Oi:>x;.(1:...x); = Q~).(x = oVx = 1) 
. 2 2 

f (х) .}. Ь ier је х;. (1-х); = 3/7 . 3Ј(1-х} 2 = 
= 3/х2 (1-х} 2 = 3 jx(l-x)) 2 = 3/(х-х2 }2> о za ~vako х •. 

l·,.: + L "t 
3° f 1 (x) = ~ ~. (1-х) +~х; (1-х) • (-i) = 

2 2/3 
= + (<1j:ir); - % ) = ••• = ..L 

х~ (l-x)1 / 3 ; 

l - 2х 

xl/j. (1-х) lf) 
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11 
~ (х) 2 = .,.... • 

3 

-2.х1/3. (l-ж)l/3~{1-2x) [ј--х- %. (1-хЈ/~ % i1? (l·x)213] 

х2/3 ( 1-х)2/3 

2 =-·- ;. 
9 

~·(х) = 0<:;::> х = 
2 

/
1 (х) = О<=> 2х2 - 2ж -:- 1 = а:::,х = 1 ±'l[ . 2 . 

Prv1 1 дrug1 1Z!Pd ~unkcije .У = ~ (х) su ne~rek1dni za 
svako х izuzev za х = О i х = ~. 
Ponai§!".njP krive u okolini ovih tacaka (tj. taca:tra prekida 

. 1 • 

prvog 1zvoda) 1sp1tacemo trazeci liiJeve 1 desne g±anil:!ne vr1-
jednosti izvodne ~unkCijP ~ 1 (Х) U. tfm tackama~ је~~~ ШОZ~ 
des1ti da pomenute granicne vrijednoвti ne postoje, а da ipak 
1zvod1 poвtoje,.kao sto је sluca~ sa funkcijom 

~ (х) ={х2 sin. ~ • х f. Ь 
о ~· х = о. 

i: 1 (О) = 11m f (ж) '- f '(О) = lim х?./3, {l~x)2/3 = 
·- х-о- х - О ж..еоО- х - О 

= 11m 
х~- -со, 

:t:' (О) "" llm !'·:(х) - 1: {Ol = 
+. :х .... о... :х-- о 

) 
· · . ~(x),.,..f(1} 

1:' (1 = lim = Цm 
х-~~>1- ·х ...:. 1 ·х•1-

= - lim 
X+l- (1-х)1/3 

••• = lim 3&Ј2 
:х- ...О+· . ·trx- = +оо, 

:2-1?> •. <J.-zi213_ о 

х-1 

.р' (1} З:(:х) f(l) '?/3.(1-~)2/3 ~+ = lim - = lim х- -
. Х-+1+ . Х - 1 . . ~1+ . Х - 1 . =• • ,= +C!IO, 
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odэrJe siijedi, dэ grвfik funkcije у ·= f(x) ime· siljek u teckэ
mэ х = О i х = 1. Takod;je u tim tro l::эmэ funl:cijэ imэ ekstrem i 

to minim~~ ( ~?J!:,y_lni), jer је lij ~vi izvod negeti vэn (- сю ) , э 
desni po1i ti~ьti·~ { + со Ј. . 

r-~edjutim, :runkcijв у = f(x} imв ekstrem i u вtscionernoj tecki 

х = ~ i to lokэ1ni mвksimum, jer је 
1 1 2--z-+1-2· lГ 

<о ( 1 )4/3 (1- } )5/3 

1 )' 2 :r" (~ =-
9 

· Prelt:idnim tэckomэ prvog izvodэ f'(x}, tj. teёkэme ~ = о, 

х2 = ·1· i stscionernom teckom х3 ..: ~ , definici-ono podrucje 

funkcije у = f(x) podijeljeno је ne sljedece ceti:ti in·tervэ1a: 

1 ( 1 (-сю,О), (О, 2 ), -
2 

, 1) 1. <1, + со). 

Znвk prvog i drugog iЋvods ispitэбemo tebe1эrno. 

~- 12f3,o) 
- . ---r-

х ·Ј::# о 
1' 1' (~,1) 1 . (1,~) f±# (~+ --, (0,'2') '2'.' 

xl/3 - - - о + + '+ + + + + -
(1-х)1/3 + + + + + + + о - - --l-2x + + + + + Q 1.. - - - - " 
:t'f (х) - - -~ -+ ђ ~ +. ' - - + + 

·- -...,..~~ 1-····--:----t-~ 
х4/3 + 1 + + о +· + + + + + + 

(+,...х)4/ + :r. + + +' + + о + + + 

~-~-
. 1-- ,__ __ .· 1-- !--'-------·· ---- ' - - - - - - - - - о + 

·- -. .. - .. -1-- -----·-- ·-----
х-~+ 4 . 

- о + "': + + + + + + + 

1 -~_2~----_~-- ,__.. 
fll(x) + о - - о + 

-~ 

:r:ia шщоvu ove tebelf) dolэzimo do s1ijЗde6ih zakljuёeke: 

ј 



-Prvi izvod mijenjв znak u preJ.::idnim tackamв i u stacionвr-

110j tacki х = + ( u tacki х = ~ funkcijo imD maksimum 

- ( 1 }4/3 - 1 3[jL 
Ymax - Т - -:2' · · 'Ј-:2' • 

-Funkcija ореdв u interva1ima (-оо,О) i ( }- 't ), а raste u 
intervalimэ (О, ~ ) i (l,+сМ>). 

-Kriva у = 
i ( 1....±...2 

2 ' 

f(x) је konkвvns n.эvilie u i~·l:;ervalim~ (- ro, 1-р ) 
+оо),. г konveksna nвvise u in~erv<;~Џma (~ ,о), 
1±'/5. (0,1) i .(1, 2 ). 

-U te.ckэmэ х = О i х=1 ( tackame p:.:•ekida prvog_ i d:гugog izvodaJ 
prvi ·izvod mijenjэ znek (funkcija ima roinimume 

Ymin = f(O) = f(l) = О}, dok dru3i izvod ne mijenja znвk, 
'о;е zboe; ·toge pomenute tacke fl.isu prevojne tocke. Medjutim u 
s·l:;ecionвrnim teckэmв izvodne i'unkcije ft (:Х:) drщ;i izvod m::i,j~ff 
nјэ znek, ре krive ime prevojne tecke se apsciseme ~, 2~!~. 

4° Кrivэ у = f(x) neme vertikelnih asimptote, jQr је fuDkcije 
у ,.,: t_(x), neprekiд,ne za·svako· rea1no х {tim pri . .)e .u:zimэ, 
zв svaк:o lconecno ;х:, konecnu vrijednost}.· 

Kako је 
lim f (х} =' +«>, 

х :!:оо 

to l..тivв nema ni horit-ont.э1p;:iћ эsimptata, 

Potrezimo ltose asimptэte: 

Pos·l:;o је 

lijp f(x) 
Х•-оо х 

izlezi dэ lcrive у = f(x) nете ni l'osiћ oзimptote. 

Na osnovu prcthodnih podetekJ о fuпl•ciji у = f(x) mozemo 
skiciNti grsi'ik te funkcije: 



1-VТ 0 
-2-
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1 1 н-·v..;'-:z-
1 

5° V~ijednost runkcije u ksrзkteristiёnim tэck~mэ: 

1 - fi _!_ . 1+ Гг, sy respektivno: 
2 ' 2 ' 2 

f(:t:-V';) ={1-~3 12/3. (!!::Б /(!, =L )2/3=1{12 
2 . 2 2 lj. 2 

f { 1....) = (_!_)2/3 • ( 1.... )2f3 =. ( .J,._l4/3 == __!,_ t 

2 2 2 2_ . Vl6 
ј! ( l+"! ) . =- ( l+ 2V] )2/?., { 1.;.!3')2/3 = _!,_ 

2 . 2 V4 
...!_ < _1....). 
Ј·~ 2 
'116 . 

1 
3.[4 1 

Primijetimo ds је grгfik funkcije simetrican u odnosu nг prэvu 

х== _1.... , jer јо f <++х) = f ( .!. ... х),. V:x:€ E.==R-

:JB~spit:ti ·tulc funkc::\.je у = х.'3 
2 

3-х2. 

i nscrtati njen grsfik. 
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Rjesenje. 1° Funkcije је definisэnt> i neprekiё.nv za svэlco roэl

no i k011aёno х :/! ~ fi. 

2° Primijetimo dэ је 

f(X) "' - f(x) t ZC' SVO)J;O Х f- :!:: '1/3, 

tj. funlccij~ је nepэrnэ, ра је .njen t;r-эiilc siшetriCэn u odnosu 

nэ koordinэtni -pocetэk. 

3° ·Funkcije · ime ·trostrul;;u nulu х = О 

f(x)>O(::\ : 2 > О<=>{{х3>ОЛ3-х2>О)V (х3< 0/\::7- -х?-<. о)} 

<=>{(х>Олх2<3) v (х<Олх2 >3·)} <==> 

(=> {(0 '(Х <:v-3) V (- ОО<Х<- \Г3)} , 

в ondэ, ocigledno, 

8 

f(x)<O ze. x4!(-V3,o}U(Г3,+CO}. 

f'(x} = -х?- ~l, 
{~х) 

f'(x) =О<-=> (х= Ovx =- 3 v.x =- 3)·, 

f•(x)"> о <~>{~L~~ >о} <=,>txt- ол-:;-<:~<3)Лх;.:!: ~ 

<=> ХЕ (-3, - '1'5> U(- '{3,о) v(of -i'$) u ( V!,:;) t 

implicirэju ds prvi izvod mijenjэ ZI:\<?l~, .. S~JP~ u stacionarnim 
·i;зckvme Х:2 = -3 i х3 = 3, i u '.:;В::.lci k ,;:·,;,; 3 prelezi iz ope
dэnje u rescenje (funkcijв tu im3 lokelni minimum 

Ym~n = f( -3 )= - 22 = _gz_ = ....2:. ) , е ~~ ·tэcki х = } 
• ~9 6 2 
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iz rascenjs prelezi U орэdэnје, рЭ funkcijD ima tU ШC~ksimum 

у :: !(3) = - ~ = - .2.. 
~х . . б 2 

5° Drugi izvod funk6ije ims oЫik 

ftl(x) =- (18х-4х?Н3-~)2-<~-х4 ) (3:-~/ .•. 2 .. : •. Ј-2х~ = 
(3-х }Ц: 

.", ~3-х2 )2(18х-4х3}+ _4х3 l9-x2 } .\3-~) = 

(3 - ,?)4 

= 2х [ ( 3-х2 ) .( 9-:2х2 ) + -af ( 9-~)) = 

(3;... х2)3 

= 2х (27-6~-9??'+2х~_;}:.~х~.:.-~~) = 
(3 - х2Р 

2х( 27 + 3х2 )· 
= (3 - х2)3 

·······:rrr (х) >О<=.> . 2х ..... ) О·<..;..;.> 
<3-D -

<-==> {<х> 01\- V3 <х< Г; Ј V (х<Ол3-х2< О}}(:) 

<=> х е:(о, V3J u (-со, - "(}), 

f"(x)<O<:)x .е:(- 6,о·Ј и (б, +оо )t 

Prema tome drugi izvod mi~enje znolt u te~ki х = о, tj. g-..;-эfik 
iz konvekвnosti prelэzi u konkavnost -nevise, .рэ Z<;Jl~ljucujemo 
da k:гivs.y = f(x) 1ms prevojnu teclщ ·М (о,о). 

6° Vertikэ1ne asimptote su ·х = ± ..Ј3, dolt ho:.:-izoн·li.:>lne ne pos'.;oje, 
је:г ne p•Jst::~ji konэcna u;:;:-anicnэ vrijed~1ost 

... 
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'', 

= - l, 

Ь = l:i:m: [:t(x) - ах] = .J.:i.m 
:z: .. :!: со · :z:- ео 

х3 ( -:---2 -li х) =- l:i.m 
3-Х 

='l:i.w 3 = о, 
х..-оо....2- х 

х 

to 1.тivэ у = :r(x) ims kosu ssimptotu ·у = - х .•. 

Koris·te6i nэdjene podstke mozemo sldcirsti grsfik dste funkcije 
y=:r(x): 

. . ·. 



381.- N::\пt~ti,,: џ.a.fik funkci.je -
~09 

х4 
у; ·--, -- • 

х -1 

11i:zu1~Cit. - OЬlast d.eiinis.щosti fttnkcic)c: х t 1. 

Nu1<:~ fl:thkci;je: х = о. Asimptote: х= 1 i у =-х. 
4 !

za х =О minimur~ у=-- • i/4 11~ksimum у = О 
.! 

zэ х = V4". Prevojn& 
' .! :; 

taekl:\ : х = ~. у = -

Gr<:~fik: 

Ј .l!;. 

i nacrtati_krivu liniju х-2 
у=-~ 

Rezultat.- OЬlas·(; d.v.tinis<:Щosti ·funkcJ.je: s•rctko х. 

N.ulq funkcije: у= О 'za х= 2. Miniм у= - vS ~-2,24 za 
х =-Q 1 5. J?revojne t~cke: х1 =- ).+

8
-:..4..! ~ -1,10; ђ -;;::.-2 1 о6 i 

х = if12 .~О, 42; у2-.:::: -1,46. Лsi'lllptote: у = -1 ked X-.t - ~ 
.t 8 

i у = 1 ltad х~ + ое.. 

Grqfik: 

·-
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Rezultэt. ОЬlевt derinissnosti runkcije: ·х~ О i х '-~. 

~uis fu~cije: х = 5+ ffl ~ 41 3о. Min:i.mum у = 13 zs х"' -4-i 
2 . 

krajnji. mэksi.mum у = 1 ze х = о. Gra!ik је svud& koriksven .•. 
. t t s- '"' ; - - 1 - + ....... Аsз.шр о е: у = 2 --.х pr:L х...,.--.; у_=- - 7 pr1. х... ........ 

х == - 3 zs х_,. -3 - о. 

Grв.;f'ik: 

\ 

i nscrteti njen grэfik. 

\ ., 
1 

x(1-}_.nx) 

··. 

>'=~-x+Yu\ -
·-- х: 

H.jesenje.- Funkcij-a је definise_ne ze х,..О i 1 -~ lnx 1 о, 
za х ~~o,e)U (е,+~). Nule nemэ, & f (х),..О ~ 

.. { (х~ОЛl- lnx>O}V(x<OЛ l .. lnx<.o) }< } XE.(9
1
.f?.).J 

tj._ 
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o'tude f'(x) " 0(9 х € (е, +СЈ')) • 

Keko је 

to 

.fl (х) 

f." (х} 

.. 
1"'(х) =о~ 1nx =о<=> х= 1, 

.f'.'(x)> о~ 1nx> ь~ х;,-1, х·# е· 

f' (х) <. ~ 1nx .(.о~ ь <:х .с:: l.: 
~ 

tj. funkoijв im& minimu",,r;e х.= 1 i to 

. Уmщ'= f'(~i = ~~ ; . . . 

;jer prvi :izV.Q~· "i~en,;ie znek, u tecki х = .1' sEJ minus. n~ plusi 
tj •. fUnk9i;Je ·ь~fidE{U' tntervelu (О,~), e;onde rsste od 1 do 

+ Оо u ·;t:u+.ёr:!.~i:{?i$!-)-1- :u.: .1;~~:~.:~: . ...-·е: ifunkoij·~ ime. pre~id 
drugoge redв ( funkoij е previ sko}t S&. + (;;;)ne - 00) 1 ре . .opet re
в'te od - ОО do nЈ.йе u intervвiu (е, +' ()t-:) ) •. , 

Posto ј~ 
f"(x} ;. О ze svelto х iz qЬlesti de.finiвenosti .funkcije 

f(x), в drщ~i izvod postoji u sy:вkoj tacki. u kojoj. је funkcije 
definisene,, to mozeino zэkljuci"ti de ~эf:ik.funkcije nemэ 
prevojnih teceke •. 

Grei'ik f'unkcije· f(x) је k9~qvan• \.1 in'tervelu {о, е), в konveks~n'· 
u intervelu (e 1+D:>)f ;jer;je 

.f''(x)~ ~~3(1-1nx)3> О (jer ј.е 21n2.x "- ln:r!-1:::.0 

. ze sveko .х:::. о)~ (1-lnx)t о, jer је ·х> О zbog D.P~} (~ 

<~ : J.nx < 14 О ~х .<( е; 
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f" (х).~ О~ х> е. 

Posto је 

lim f (х) 

i. _.L 
lim f(x) = liro 1 lim _х_ ! 

х.;. О+ х-'!" О+ x(l-1nx) Х-"~~'0+ 1-lnx 

-1 
;,. lш. xr 

1 x•t>t---;-
= lim 

х 

(к - primijenili зmо Lopitalovo previlo jer su ispчnjeni uslovi 
za njegovu primjenu - ~ Ј, 

to zakljucujemo de grafik funkcij,e .t(x) ima za ssirpptote (verti
kslne} prave: х = О i х = е. 

Horizontaln.э asimptots је рrэvэ у = О, tj_ •. х - oss, jer је 
. Ь = l~m f (х) = lim Ј- -\ \ = О 

x...,..iiOQ x•~lux(-1)) 
lux 

Kosih asimptota n~;Jme., jer ne postoji konecna grцnicns· vrijednost 
razlicita od nule; naime 

lim !(х) = о. 
X-to+OO Х 

Gra!ik: 
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385~ Nscrtsti grsfik funk:cije 
f(x). = 2 s:Lnx + cos 2х. 

Rjesenje. ~ )i'utikd.i:;:f.Э је definissnв zв svвko reslno i konacno х. 
Nije ni psrn~' ni. rt$pвrns. Funk:cijs је periodicns вв periodom 27!, 
te ju је dovoljno ispitsili nв segmentu [О,21Г]. 

Nule funkcije: f(x} =О~ 2 sinx + cos2X ~о~ 

~ ;> 2 ~inx - sin~x ~ со~2~ = 0{4 sin
2
x-sinx - + = О~ 

~ (sinx},1 2 =. 1- {3 , · .a1i otpsds rjeвenje 
' 2 

si~x = 1+ fi (> :\..), jer /sinx/ ~ 1 zs svsko х,. te osts-
2 

је sinx = 1- 1f ~ .:!h22 = - О, ;65 ...::Р. 
' 2 2 

( Х:Ј. = +. Щ'CSin 0,365 +7( ~ 21° + 180° = 201°Ј. 
~ lX:2 = 2'7' - erc sin 0,365 ?=::. 2.,180° - 21° = 339°. 

{ј) Znak fUnkcije: 

f(x}> о~ sin2,c - sinx - +> о. 
9 (О <х< .:хз_ \1 х2<х<27 }f 

.t(x) < ~ sin2x - .sinx - + .( О ~;_..С. :t<X:2• 

С:]} Kako је 
.tt (х) = 2 cosx - 2 sin2x = 2 (cosx- sin2x) 

= 2 ~о~х ( 1-2 sinx}, 

f"(x) = - 2sinx(1-2sinx) - 4cos2x = 

= -2sinx + ·4 sin2x - 4 cos2x = 

= -2 sinx + 4 sin2~ - 4(1-sin2x) =. 

= 8 sin
2x - 2sinx - 4= 

·1. 2 
= 2 ("1sin х- sinx - 2}, 



i:o iz1эz:i 

f' (х).= О~ cosx(l-'2si~) ·= О (:: ~ 

./~ ('~osx = ov 1-2· S:in~ =О)~ х1 = 1Г ,х.-.··""' 3Т .,. х.. = r,x = !П! 

..._-.~ . . 2 '(:: 2' :> 6 4 б 

.t:"(x) =- 0~4 sin2
x .- sinx- 2: =о~"/ 

~('sinx) 1 2
= ~ .:!: &. :;:. 1.:!: fй .( \ 1 :!: re \ .с(1Ј "r:J'. 

' 8 . 8 ' 8 . ' 

-=o/(sinxJ1 -?'-0,84. i (sin ~) ~ -О,б, 'tj, •. · 

х3~57°, х4-:::Т -57° ;,. ~23°'Ј· x5"'i+37° = 217° :i. ~~323°. 

f:"'(x)> О 1:,- [sinx i (~i~J2 V sinx.> si~J ~ 

~(-1 ~sinx -'.-Оtб V 0~84> .::::sinx .(:i 1) -9 

:::=:r<27o0 ~x<::32:;0v ~i7° .t::. х/:;-;?о0 ) v ( 57° < ~-€:.fv{;__·й2?/') =?'. 
. . . ·. ·.. ~ . . . . 

1': 11 (х)-< О=.;> (О "х<:.57° У 123° .c(x:<217°v 323° :<х +3бо0 ) .• 
+ • "" ,": }~и ~ 

· . . -:. 

Ns osno.vu znsks d:rugog izvods sigurџi smo sltijed!Эce .~z:!йtl;:!uё:l:ti 
('в tim sto BU: ·izrelSUnete :f38Шo'pri.?l~~*-V:!:':i:~~dnQ~t:t--lcroje"a in-
tervвle.): 

. -~ 

1° Drugi izvod mijenja znak u sve cetiri svoje nu1e, 'tj. u ., ..... 
nulema funkcije t" (х) funko:i.ja f(x) ims · prevo~ne tsi5ke .•. 

<+><о .;... У. . = ·1:· ( 1Т ) = 2... 
-т max 6 ~ ' 

1':" (!!!:. } < o...::r...v ,.,; r ( 'б7() = ;;.2_: 
б . .'"'7'"max . 6 , 2 t . 

r·· . 
1'11 

( I._ ) = 2 > Оф Ym· = 1: ( - .) = 1, 1 
2 . ~ . . :ш. . ·2 . <.!, 

1':" (~'Т)= 6>·0 ф .Ymin·= r ( ~7.).=-:- 3 .•. · 
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; 0 Grзfik funkcije.je ~onksven u intervelima_(x3, х4)· i {xs,x6 ), 
а konveksan u intervslims [о,х3 ), (х4, х5 ) i. (х6 ,3б9°] •. 

Asimptote: p68t6 је funkcije ogrenicene to ne postoje vertikalne 
asimpto·te, е kak() jos ne postGje grenicne vrijednosti 

lim :r (х) 

Х"" ;!: с0 
.i ·· lim 

·х-.. ;tco 
.t{x} 

х 

(ger ne postoji lim siпX}, to grafik nema ni horizontalnih 
+.оа 1 

ni ti ~osih asimptoU.- . . 

I.apiteli smo tok funkcije :r(x) u intervalu [0,21"] , в ns osnovu 
periodicnosti potpun gre:fik se doЬija sukcesiVпim pomjerenjime 
(u pozitivnom i negeti~om smjeru). ze· veJ..ic1rш peri~dв djele nje

. nog grefike kons"truisanog '_zs segment О !::x<!f2T d_uZine 2Т .• .. 

"!. 
2 

·-5 -----

386 .Ispiteti tok i nacrtsti gra:rik funkcije 
. ~ -· . 

:r(x) = 2х - 3 Vx2. 
Rjesenje. 1° Funkcij.e је definisane u intervelu (-00 , +со). 

2° Nemэ simetrije grэfikэ, ·niti је funkcijв perio
diCl1a. 

-· 



416 

3° Funkcija је neprekidna na cije1om definicionom podrucju. 

4° Nu1.e funkci;je: .f(x) = 0(9 2х - 3 У== О(:::::::;;. 
(~ (8х3 = 27х2Ј~ {х = О V х = Е2.. ) • 

8 

Zn~:>k funkci;je: f(x)> o<~x2(sx-27}:::.. ЩФ х:::.:~ t 

f(x)<O# x2 {sx- 27Ј <~(х-< Е2.. л :; ~оЈ/~ 8 . . . 

5° Tecke ekstremume i interva1i mono€Ьnosti .fџnkcije: 
1 . 1 

Е' ~х) = 2 - 2 • х? = 2 (1 - х'; ) 
dak1e funkcija ima izvod u intervalima (~ Q) ~ (О, +оО), 
а u tecki х = О Ъi6е 

1im f' (х) = -оо, 11m f' (х) =· +оо .•. 
х+О_.. х+О_ 

/do_1i smo sigurni zok1juciti do је 

:r+ (О) = ,-<ХЈ 1 f~ (О) +оо?/ 

Ро definiciji 1ijevog i desnog izvodo u tscki. х = О imsmo: 

t+ {О) = 1im .f(x) - f(O} 
х-о+ х- о 

=lim 2x-3v7 = 
х.."..О+, Х· 

= 1im (2- ~х 
:х: ..... о+ rx =-оо, 

f!_. (О) = lim (2 - ]~ ) 
х .... о_ ух 

"tf.i. :t'(O) ne posto"ji (ni konacan ni beskonвcan)• te је 
t;acka Н (0,0) povretne ta'Xe gr13fiko funkcije f(x), 
oвim togs u toj tocki funkcijo imo 1oko*ni mэkэimum. 

:t'(:x:J = ott-1 - ....1... = о~ х = 1. 
1/3 

х- x,l/3 .. 
:t'(x)~ о~ (l-~3> О) Ф - :l::,:,.o 

х-' х1/3 

. ' 

,г 



417 

~(х> lV Х'( О); .f'(x)'( 0~0 <х< 1 •. 

Prems tome funkcijэ i{x) rэste u intervaliшa (-оо, О} i (1, -/.·Ф), 

а орэdа u intei;-fэiii (Њtl); otudэ .funkcija r(x) inн.1 minimum ze 

х= 1 i to: Ymiri ~ - l. 

6° Prevojne tacke б. konveksnost (konkavnos·t Ј : 
_,!L 

.f'' (х) = - 2 • ;~ • х 3 =:' 3 k4-"' 

.f" (х}~ О za svako х t- о, 

ра је gre.fik funkcije konkeven i nema prevojnih t<Jcaka._ 

7° Asimptote: 

- Vertikalnih nema, jer је .funkcija neprekidno u cijelom 
interva.Iu (-ос, +QC}; 

- horizont~lna nsimptota ne postoji; jer је 

lim .f (х) = lim х ( 2 - +х) = :!: СО. 
х~ :!:оо х~ :!:оо 

... posto је 

а == liljl · .f(x} = lim .(2 ~ ..2.. ) = 2; 
~-Ф х +w зr 

:r....- vx 

ь ·= lim f;;(x) - ах]= lim. (-3 w) = -оо' 
х-+ :!::оо[ -~ :!:.~ 

~о zakljucujemo dэ gra.fik .funkoi~ .f(x) nema ni kosih esimptota. 

8° Gratik funk:cije .f(x) nema v.ise nekih znacaanih oso
bina (karakteristicnih), t~ moz~mo ga ~acrtati na·osnovu naprijed 
nвvedenih karskteristicnih tэcska: 
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27 х 

8 

~87. Ispi~зt~ tok i nэcr~зti grэrik runkcije 

х4 + 1 
х2 r(x) = 

Rezulto~. Definisano u intervalime (-оо,О) i (O,OD). Funkcijs 
је perne (gretik simetriёsn u odnosu· ne y-osu)~ Meksimums 

nemeJ zs х .. t 1. minimum у = 2. Gre1'ik neme prevojnih teceka; 
grafik је konkevon. Asimptote·je х= о. Posto је 

liш .....!W =о 1,. 
:х~ :!:ОО х'-

4 
~е funkcijo f(x) = х ~ 1 вsi~ptotski tezi ko funkciji 
g(x) = ~' ро је ove p~sljednje asimptotsko perэbola za gre-

:::f::e funkcije. \. ). ·]\ј':Ј. ; 
' . 1 . ·. / 
' -~-~ 

\~ 1' 1 

1 

!'--.ј/ 
1 /1 
1 \ '\. • 1 

-2. -~ ь < ~ 2 "'· .... х 
1 
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· 388 .. -J.:zpitati tok i n~crtэti gN1fik fu11kcije 

g(x) = r 2 (x) = х2(8-х2 ). 
Rezultvt. Definisэnэ је u intervalu [..2 f2, 2 V2] •. Dijэgr~m 
ft.:шlcdi~j:~ !3i.)ece koordinatne ose u, tackэ.mџ (-2 V2,0}, (О,о) i 

(2 {2,о). Pcisto је funkci'j~:> parnэ i dvoznэcna, dijegrem funk

cije је simetricon u odnosu na x-~su i koordinetni pocetэk. 
Imo ekstreшne vrijednosti u t:зckDrne (-2,! 4). i (2,! 4},jer 

је dvoznocna. Prevojna tacka grafikv (о,о). 

-Z.ii. 

~ 1-- -·1:."-
389.- IspitDti verijociju funkcije 1 ~ f(x) i мcrtati njen grDfik 

oko је 
(1-х}2 = х3. 

Rezultot. Definisonэ је u intervolu [о, +со). ·Nule funkcije 

s~ х = о i х = 1. Povi_:t~tna to~ke. ·је (о,оЈ u kojoj tмgent:; 
zoklopo ug"'o od 451 Asimptoto nemD .• 

Ekstremna yrijednost funkcije (moksimum} је 

1 = ---4- zo х = 
27 9 

Gro.fik: 
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2 з 
(У-х) =х. 

\ 

х 

'-390. Ispit.эti tok i necrt<>ti grefik funkcije 

У = ( 3 - х2) ех • 

RezultDt. Definiscn~ је zo sve vrijednosti promjenljive х. 

Nule funkcije su х = ~ (3. Zo х = 1 postize moksirnum 
у = 2е о. zo :Ј!: : - 3 m~n~mum у =- -Gё3 • Diэgrom funkcij е 
imo dvije prevojne tocke zo х = - 2 ! fS. Asimptoto је у = о. 

· Grэfik: ':i 

r-, 

2 х 
у=(З-х )е 

-з 

~/{§О; 
i 
1 
1 

391• Iэpito.ti tok i nocrtati dijogrem funkcЧe 

у = sinx • sin( х + .:л_· ) • 
3 

Rezultt!t .Itoristeci trigonometrijski iden·cHet 

. cL +љ . f?> -г/.. l ( : _, ll. ) d t f k . . 
s~n -----. s~a --2-- ~ cos~- cos,~ о о un C~JD se 

2 
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trDnsformise no oЬlik у = t - ~ cos ( 2х + 11'3 ) • Poslije 

tr<>nsformocije vidi se dэ је dotv funlccije periodicna sи os

novni~ periodom Т =-7Г. Nule funkcije su х= k1" i х =-f-+klf; 

k = о, :!:. ±, 2,. •. Funkcijo postize rotJitsimum у ;= ...2.... za 
Ј(_ .~ 1 

х "' Т + k7Т , в zo х = - 6 + k7Г postiZe minimum у = - 4• 

Grafik: :Ј 

f( . ...1t 
J9~.:~~~itoti tok i nocrtoti grofik funkcije 

у = (х-а) el/x, о reol1ш porџmetor. 

Rjesenje.- 1° OЫsst defini~nosti:· х t- о •. Poш:s::.>nje funkcije 

n<.'. krl:)jevime definisenosti (ujedno no kr<.'jevim::J neprekidnosti, 
jer је. ovo funkcija neprekidno qndje gdje је i definisono): 

lim f(x) =- lim (x-a)el/x = lim (d -о)е1/се.= 
х-"0+ x-tO+ cf.~O 

= lim 
о(- о 

c:l-a 

= 1;. ()О zo 
l- оо zo 

а ~о 

о)!. о .. 

Dokle, grofik funkcije f(x) imo vertikalnu psimptotu х = о 
kod Х-'}> О+; 

lim t (х) ==:!:w. 
:х:.". :оо 

2° Nule i znok.funkcije: 

.f(x) = О <3' ';:> х = а, 
f(x)).. 0 V '3:> (х;,_ D Л Х'/ 0), 

() 
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f(xk 0~ (х< D 1\ х :f О),. 

3° Tecke ekstremumQ i intervali monotono&ti: 

.ft(x) = е1/х + ("x-fJ)e1/x • С-~ ) =(х2 
х 

81/х 
- :х+а) .• --z- ' 

х 

1:!::~ . :<1 
,а,'ZГ 

2 
), tj. 

.funkcijo nems stecionornih t~coko ako је а> ~· 

Zato cemo i rcz1ikovзti vise sucsjevo: 

I. а> .!.... (dok1e о.;). O)~.f' (х)> О zo. svoko х '1 О, tj. 
funkcij о sthno ;roste { dsk1e, IJeщs ekstremumo.). 

II. а= .!....~f'(x)~O zD sveko х :ј. о, tj. prvi izvo~.ne 
mi:jenjo znek4u.~tocionornoj tocki х= .!.... ' ро 'tu nem:J elcstremэ, 
ve6 bi moglз biti prevojnв to~ko, со11 t~eba provjeriti do. li 
drugi izvod mijenjo znok u toj tocki. 

III. о < _.!.... ~f' (х Ј> о zo х Е: .(-оо, i- f1-4u ).U( 1+ n:=:4o, +оо Ј, 
. ц. . . . . • г:::-:- 2 2 

:L f.' (х) <О zo. х ~ ll- 6:4;; ~ l+ ud;p.) ;' tj •. funkcijo i~o 
2 2 . 

_,_ . 1-n::ц:о: 1 + v1-~ 
m~s~muщ zo х о miniщum za х = i mo.x. 

2 2 

postoji zo а '1 о. 

Primijetiщo do је 

D. < 1 
- tl-'4;; Z:>- О <.й < it- • Noime, (а.( t,... v;:;;;; ,0'(е.<.!) 

2 2 . ц. 

·2 а -1<.:_ f1-~;~1-4o <'1-4::~ ·+ц. :i~O-<lf.o.2 ~-;> 
2 
~>о, sto је tocno zbog ::>0 (д.ovoJ:jno Ьi bilo dt:~ је 
э t-oJ. 

4° Prevojne tocke i konkt>vnost (konve1ci;!J;1.Q~tJ, .. 
1/х · ·· 1/х ' · 

у". = (2х-1).~ + (х2 .. х + о.). -е &1+2х) 
х х 
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::: 
е1/х 

Х~···· 
eli::JC 
х4 

(2,х3 - х2 - х2 + х - в - 2:к? + 2х2 - 2ах} 
·;> ·. ~ 

= (х-2ах - а) 

у"(х) = О~(х- 2ах- а= О л х:} О)~ {х (1-2а~ =ё.\А 

а 

1-2в 
ZB а :} 0 i а:}-=...., 

2 

vj. grafik !unkcije nema prevojnih tacakв za а = О i1i 
1 . 

za в.= 2 . 

f" (х)·). О~ (х- 2ах- а:> Ол х :} О)~ 

(~((х> _а __ · zв а:} О i. а<.!.... }А (х< .!L-, а:::. 1

2
1. 

\ l-2a. · 2 : 1-2а Ј 

r" (х)<:" О# (х:.. 2а х -а< 01\ х :Ј О)~ 

<=:;>~х< _а_ i а·:} О л а<: } ).1\ (х.::::. - 8
-· i za а f. ОЛа). ~1. . r l-2a ' ' 1-2а . 

Dsk1e,· grarik funkcije f(xl ima prevo,Jnu tacku sв apsc.bl:lom 

х = а Ј l -- ; zв а 'f' О i а r - , 
1-28 2 " 

5° Asimptote: 

Ve6 .smo .. s.вzna1i da је prвva х = О vervikalna. asimpvota k~d 

х~ О-т,.• 

Pos:to је lim: f(x) = :!:со , to k:t;iva · 1 = .:t(x) nema horizon-
~ !0:> . 

talnih asimptota. 
~e~utim, poвtQji asimpto~a у а mx~n; 

m = li.!/! f(x) = lim (x-a}el/x = l::Lm (1 - а )el/x = 1, 
:i-..;..a, х х~ +_оо· х + х х.,. _().:) 

n = li:m [!(х). - а:х] = 1im Гсх-а)еl/х - х] = 
х-+ ±оо x~too L' 
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1im [х (а1/х -1) - ael/x] = lim [е1/х_:\. - ael/x]= 1-а,. 
х~ :!:оо х .... ±о<> х 

ј е r је 1im 
x~:too 

1 
-е11х. XZ 1/ 1im --~--~~~ ~ lim е х = 1; 

Х-!1" :!;~):) 1 Х~!Ш 
-т 

Iim ае1/х = 
Х'+ :!:оо 

а • 1 = а; 

-· Prtmijenili smo Lopita1ovo pravi1o, jer su ispunjeni 
us1ovi zв njegovu primjenu. 

Dвk1e kова aвirnptota ima jednacinu 

у=х+1-а. 

Po1ozaj asimptote preme detoj krivoj, keoimedjusobni odnos 
.kerakteristicnih tвcake: 

r.{a<o, х> О (-+х> al}·~f(x)-;;:.x-~ + 1, tj. krive је 
iznэd e.simptote za х.> О, jer 

1/х 1 + 1 (х .Ј. О) ~ . е > Х""• r 
~ el/~;:::. 1 + 

1 .. 1 
-.::..-, (а<О<х) · 
х х-а 

__!.,_~ 
х-а 

~ .t.(x) = (х-а}е1/х~ (х-а). ( 1 + ...L } =х- а + 1. 
х-а 

. - ]. 1 

· · х х-а . ~:f(x) 
(а~ о, х<~). ~ - ~ -----. ~ 

( } 1/х = х-а е < х-а+1, 

а< х< о~_!_;:. 
х-а 

х<'О 

...... 

е~/х > 1+: •. i!r,~ 
х 
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П •. а О~ ( :t:( х)= хе1/х, e.simptots: 

9 f(x) = ze1/S. х "_ 1 za Х> о. 

1/х 
е :::.. 1 + _L , х '1 О( 1/х 

х Ј9 :f(x) = хе < х + 1. 
х< О 

U ovom s1ucsju funkcijs ima od ekstrems ssmo minimumu za 
х = 1 i to 

Ymin = е;. 

dok prevojne tscke ne postoje (isko u х = О grafik mijenja 
1 

konveksnost), ze. x<2rx .f(x)<O, tj. krivs је konveksna, dok 
za х~ о, :f" (х) = 7 :.> о, tj. kriva је konkв.vna .. 

Nв.ime, ts~ks х = О nije prevojna •. niti је tu 
maksimum jer tu funk;cij~ ima prekid ( koje vrste ? ) , в nije ni 
definisana u toj · tscki; 

' / 

III. (О<а < ~ , х< О) ~ ДхЈ <х-а -1r 1,. tj. 

kriva је ispod asimptote. 

Za х> О dovo1j.no је primijetiti da ее prevojna tacks nalazi 
izmedju tacke minimuma i tacke meksimuma i dв su sve tri te 
tacke iznad asimptote• Nsiine, necemo trв.ziti tacku presjeka 
в.simptote вв krivom, jer pri tom treba rijesiti transcedentnu 
jednacinu. Da је tscns predposi~ednja tvrdnja vidi se iz 
re1a.cija 

1 - ~ <-8- < 1 + у):Ц."в 
2 1-2а 2 
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i-4a < (l-2a} 2 = l-4-a +. 4-s
2 Ф 

<(l-2в)·" l-4a~{ 1- {1:4; . < а 
2 1 -2а 

1 + Б;!fг, ). _а_· 
·2 ·· l-2a. 

п а = ..L.:9· %)_ = ~ = + -apscisa prevojne tseke, 
4. 

f (' ~ }, = (" ~ - f- ) е1/2 = . .ч- < -} ( vrijednost 

ordinate tscke_'na asimptoti sa apscisom х = 

Prema tome prevojna taoka. је iznad asimpto"te .• 

za 

v a:a......L.;:.{x.= . 4 

.!... .. ~ ~ .!...Ј. 
,11.. .2 ... 

_.!.._ 

l-2a 
< G ·zu а.>.;..!... ,. х = .....!.-..>а 

·2 1-2а 
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) 

:~.l 
t"' 1 • ~ / 

frx> = (:х . а )rijl-

.·1\о 

i. 
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grafik funkcije 

~(х) = arctg х + 1 · 
х - 1 

2 2 x2+l Rjesenje. DJtэ funkcijD ima oЬlik (х= u~} g(x)= f(x }=эrct~ 

1° De.finiciono podrucje: \-Ф,-l)lJ (-1,l)U (1 1 +оо); 

prekidi u tгckame х = - 1 i х = 1. 

2° Funkcija је parna (simei;riJa и odnosu ne у- osu). 

5° 1im srctg 

X.-:f" l-

' 
lim'"'эrctg 

x_".l+ 

~+l_ 7t 
---т 

l 

6° Rascenje i opedunje: 

2+1 х2-1+2 _ 2 эrctg .?:7-:.--- =· erctg - arctg ( l+. 7:- ) ; 
х -1 х2 -l - . х -1 

maximum za х = О i to Ymax = эrctg(-l) = - ~ • 

Za х E[O,l) funlccija strogo opii<d.:> od - ?Ј;_ 

а za x_t(l 1 +ео) funkcije atrogo opeda od ~ 
2 

у = :![_ је ssimptote zэ х;.. +()о. 
4- -

do "- f ; 
do :Ј!.. • 

4- ' 

7° Granicni polozэj. li,jeve i desпe taщ:>ente ked х 
raste prema 1 i kad х ~pada p~ema 1. 

"· 

х -l 
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l -4х _ 
:; ~--.:-;т - -

1 +(~~ (х -1) 
х -1 Ј 

• 2х{~о, _(х> о,х t- 1) 
= u, (:х;= О) 

~о, (х<О,х т!-1) 

Iim g' (х) = .:.i, lim gt (х) = - 1, 

х~1- x~l+ 

,Jednecine tsngente: (х-1)<=» у = - х + 1 - L -
2 

- ~anicni po1ozsj 1ijeve tengente ili ked х~1-; dok је 

granicni po1ozsj desne tangente (х~ 1~}: 

=· 

у - 1Г =- (х-1)~у = - х -fl (1 + .1f- ). 
2 

8° Konkevnost i konveksnost: 

g" (х) = - Z(x
4

+1) + 8х4 = 
(х4+1)2 

= 

g"(x) 
:=о, х =- - ~~ , prevojne tecke 

1 v3 1 
<0,-".-=-<х < 1.r- , kriva konvoksnэ 

. V3 ...,3 

= о, х = _!_ , prevojna tacke 
V3 . 

.>о, х.~ ~ (х -F 1) - krivд konl~avnэ 

~ •t 2 . -r- erc gx ze -1<:- х<1 

3 f -erctgx
2 

zc: х ( -1»,-1 )Щ 1 ,+()()) . 

Stvern<?,ze /х\<" 1 imэmo: 
х2 2 -tg Ј!. +tg( erctgx2 ) 

erctg. + 1. = - arctg ~ = - e;rctg '+ = 
x2-ll ~-х с. 1 1L ( 2 -tg _4 .tg erctgx ) 

. .. 
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= - ~rci;;g[ i;;g ( 7[ + arci;;~ )- = - t - arc"tgx
2 

t 

е ze IXI~1, (х = _L , IY1 < 1) ~ 
. у 

1 
~+1 - "5il. +1 erctg ·~ - erctg 1 
::r:--1 -z-

y -1 

== + + erctg ~ = 3 ·1Г -
х 4 

erctgx + src.tg !... = 
х 

e;ctgx2 + erctg ---;}:-

Gref:ik: 
1 

1 

.~· 

t' 
_Ј 
т: 

-- -r--

// t ~ 

g(.x)";, f(~) = erc'tg . ~ ..:!:..1.... 
··.: 7-1 

vvo је 2ыdаtак i rjo!icщje ak'O.demika Dr. i!ah.&:!uda :9ajrakterevi.Sa, 

re.1o·1no~ prof'e:зora ћ•lll'-a u darojevu. 

~ Neci ~~эiik krive 

х4 - 2х2 = у3 (х-1). 
Rjesenj_e .•. 
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2 '2 .· . . + .r: 
Nule funkcije: х (х -2) =О~ х1, 2 =·О, х,,4 =- У2 .•. 

Znвk. funkcije' · 

<О;· -ОО<Х'<' -~ 
=о, х =-i2 
')о, .. ~('х< О 

():!>~ 

-оо' 

. . 

х=О 

O~X<l 
x-tl
x~l+ 

1 <х<-12 
х =f2 

f2· "(х·< + ОО. 
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.:х: +- 3 '2. 1 1 1 (;;С+:С.)--з:- ·27 
.3 27 27 

3бх2 - 8х - 1 ·= О 

х = 4 :.': rlб+36 = 2 -= ш_ 
4,5 36 18 

, пiје vэino ko1i1co је у. 

Gdje је ssimptota izn~d, э gdje ispod krive ? 

u z-ecemo 

zэ х::::..х4 krivэ је ispod эsimptote- (x>l}, dok z:э х< 1 imamo.: 

3бх2- - х - 1 <: О, 

Prirodэ .tэcke О(о,о): 

!+ (О) = lim f(x)-f(O) 
х~о+ х-о 

~t (О)= 1im.'J Х2:2 . 
х~ о_ x(x-l) 

= lim -L 
х 

х..,. о.,. 

= -оо; 

Zna~i ~э!kа_х =О је zoistв lilj•k 

Priroda ·i;aclce x ... f2: 

~ = 1im х ··2 = +со, 
:х:-'.>О х(х-1) 

+ 



dzlcle, pri'V"e 1inija х ,;, (2 је tangentг; usmjerenCJ p:r:eme c;ore. 
2. 

1 ( x4-2x2 'J-"r (4~--4x)(x-1)-xlt +2х2 
f' (х) ""- · • 2 

3 х-1 (х-1) 

.1... 1 
3 ;ух(х2=2> 

:,- ~ !ј 

2Х3 .. 4Х2 - 2х + 4 . 

(х-1)4/3 

Ovo је' z.adatak i гјеЗеnје ake.de:nikfl 

re1!t)vnog profesora P14F-a и. Заrајеvц. 

.Ur • .. 1tl.n.uuda дajra.к:carevi.Sa, 

~ 
@иэ J.ulcu 2 cija је jednacina d.>t.:> u vidu 

х"" t 2-1 "'= l . t Ј t 

(в) nвci t~cku с u kojoj је tan:;en·i:;;J purзlйni' sэ 
АВ, sko је u t~ёki А t = 1, э u В t =. 3. 

(Ь) Uzmemo li, dD је у = f(x), ispi'vo'ci i <1Бcr·i:;эti funkciju 
f{x) 

х 
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(а) Koeficijent tetive АВ Је 

27-1. 26 13 у(3)-у(1) 

х(3}-х(1) 

-,...--"'"' -- = ---· 
9-f-~ 8 

Ze od:redjivanje. Ј' koristimo Ceuchy-eovu teo~enш, t;j··· 

у(3)-у(1) =' У' (У> ; 
х(3Ј-х(1) . х• { Ј) 

::::;>- . 2< ј=< 3, 

с ( {~)2 -1, \~)3). . 

12.... 
б =f 

(Ь) Iz х = t2-l i .У = t3 

. (м.о:ЈU se uzeti dvije 

J.i'unkcija f.Ј.ы је 

s1ijedi t = ~11 у= (:r+-1.) {'Jct-1 • 

grane у = (хн) F+i, у = -("Jct-1)y,;i~· 

х 

(хтl~· (#); ~ 'f(X}. 

1.·De~iniciono podrucje 

2. 'f<-1+0) = о 

:Е = {х .е n: х Е [-1,о) л х t,(o,+oo} 

3 •. · l.im 'f(x) = -GIO; 1im 'f<xJ =+.ОО, .1i.m 'f(x) = +ф •. 
X-f' О_ Х-)"0+ . Х~ +()О 

4 •. Asimptote: х = О је vertikalns esimpto~;э •. 

Козе .. ·asimptote: у = ех +. ь. ··. 

а.= 1~m ~ = 1.;m (rt1 >ј...~ - О,.,),. nem" kos·"'l а i"' t ... ... ... - 7 ~ .._, vS. ••Р O'Gёl. 
х-+оо х X-t>QO х 

5 •. :El:stromne vrijednosti. 

r ~ · х+1 '· f<xJ = У1 + 2 ын1·х-
. . х2 



-...р'(х) _ Г2f:x+l) + ;хч-]) ·Х_:_ 2.(Xt-'1)·(X+1) 
1 - ~-\.:- 2х2 v;;l . 

'f'(x) = ~;~~ј;~/. . . .... 

-f<x> =о, х+ ~о оt·,;н:Јdэ; х- 2 =о, х= 2 • 

.. n' 'х-2)· r;;;l lim т(х) = 1im ~ = о. 
~-1+ ~х2 

. ~ 2 -L(x-2) + (:хч-1}] · 2x2.{;:;i- (хН)(х-2)· 4x·F'1 + 2 ·Х Ј 
'f' (х)= ------------- _ 2:i:x+l. 

4х~(:х+1) 

2x2 (2x-l)(:x+l) - (:х+1)(х-2)·. [4х(~1) + х2] 
4х4(:хч-1) · V ... x+l 

----------- ' 

х(:хч-1)· [ 2х( 2x_:l)_-:_~:-2) (;:хч- Ј/)]' 
· 4хц.(:хч-1)· '{;;l 

'/{х) = [-х2 ... J.r. + cs) , 
4х3 х + 1 

је apsciэa prevojnc tэ<~ke ..)riifika :f'unkcije '('(х). 

" 'f11
(x) =о zэ х= 2; 'f(2):>o. Zn.эci u х= 2 ~ш1i.:ci.i<:~\fXxJ 
irn..:1 minimumi '-P(f..). = ~ ··D. . · 

1 • ~ 

U ·tocl::i х = -1 imэmo 'f' ( -1) =-- О •. 

ј' (х)<О 

"f' (х.}).> о , 
f<)()<•) 

knnкa.vna i 

Z8 0 <.Х.< 21 

zэ 2<:х< +00 1 

'f11
(X) 70 Z<:'1 О<Х <2.(1+f5 )~'f(x) ј'-? 

~::.on!cqvГ\q ~ 

za -1 <х: < о; i''c'(.) > •.) z, - l<x <о ~'f(x.) је 
lf 

f(x) <о 2.(1..-{Ј) < х< ню =1 'f(x.) је ;с::шЈ.~Кэnа. 
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1 
1 
1 
1 

Ј 
1 

1 
-1 2 

~.'1, 
....... 

/ 
1 

l)vo је &i"datвk ~ rjesenje '/. 1Jra9icevica. 

396 • Ispitэti tok krive linije х = (l-t2 ) t, 

iщp1icitni oЬlik. 

Hjesenje. - Stэvimo 

х= fl(t) 

у = f2(t) 

(1-t2 ) • t 

= (1-t2 J2 .t. 

4' 

~~~ 

2+2 

1 
1 

Ј 
ј 

- NЭ.ci 

Funkcijэ r 1 (t) definisona је zэ svalco 'с •. Zi3 ·!; = О bi6e 

f:З.(t) = О; zэ ;;_",. - (~: Х-++<:)(' zэ t...,..._+0"
1 
X~-QO; zo 

1; = :!; ,:з.~ х = о. ~ ' • 
J?rvi izvod f"unkcije, 

ч ( t) = о zo t ;: + 
2 1 ,_. 

Zд t >--, "Ј• zэ 
3 

. 1 2 
tj. r 1 (t) = l-3t , bice: 

1 2 
{3 ; f{(t)<O zo 1-3 t <О, tj •. 

t Гз . .г% 
:>- :I.Zдt<;--l.L-; 

3 3 



- .... 

ч·<t>>о zs 

Zвtim је 

f" {t) 
1 

De1je је: 

2 1-3 t >о, 
2 1 1 1 tj. z в t < - (::) - - < t <-

3 Г:; v3 

f 11 (О) = о, (prevojnэ tэclta). 
1 

Nв osnovu ovih podeteka sastavimo tablicu: 

ТзЫiсд I 

t -1 -Ј_ о Ј_ l +·.:о 
-· а:Ј у-;; 'Й 

ч<t> - -2 - о + l + о - -2 -
х 

.. 
Мin. 

о 
Nэх. 

о --о 

" 
_g_ 

.1' , 2 v .. +01:1 " 3>13 3'f3 

Poraocu ove tsblice priЬliZno cemo lconstruisati krivu :r1{t) 

Ьiсе у,..,., -ос- ; 
zs t...:;,. +с;о, ~+о<::; zв t =!: 1, у= о •. Prvi izvod 

f2 (t) = 5t4 - бt2 + 1. Iz Ч (t) = О s1ijedi: t 1 = 1, t 2 = - 1 1 

t 3 = fl i t 4 = - {5 · ned.jene VJ:ijadi1osti ispitacemo pomocu 
Б · 5 ' 



drugogэ izvode f2 ,, 
f2(-l} < о, 

Da1je је 

f2 (.~} 
5 

Ne;ized:. 
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(t) = 2ot3-12 t, ре је: 

f~ (- .f5 )>о, f; ( ..[15 }<о ,i 
5 5 

16 i f ({5 ) 16 
- 25-~5 2 5 = ---;--- • ,., 25vs · 

Ј5 
5 

:r2 <t>> Р. zs - '1! <:х.:_јЈ_ ; f' (t) <О ze {5 <х< 1 
5 5 

2 
··. 5 

Ne osnovu ovih podatakв nepravimo tvЬlicu: 

Ov~je smo jos pokeza1i de ime prc~~ih tDcako~ ~er iz 
1!; (t} = о s1ijedi: t

1 
= о, t

2 
:YU i t

3 
= _V2.:VS , ра је 

u.··ovim ·;:;".:>ckama f~ (t) #- о. 5 5 

Ne osnovu ovih podetё:kэ nact't.:Jjmo d~·tu funl~ciju у = .r
2 

(t}: 
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Па osnovu ovib dviju taЫicc вacini6emo z.э~cdnicku taЬlicu; 
u ovu tгЬlicu unijecemo vrijednos·i:;i pвr.:>metr<:~ t, 

TaЬlica III 

t -1 ~1. - __!_· о 

1 

L. 1 
>~3 YS vj· '!3 

х о -~ 4 
о 
·ј_4 

/ 2 
- 31/3 1' --- / 

1 
/' Б. V5 ~ \t 5~5. 3v3 ! 

.. 

-~ у о 
:4 - -l&... Ј' () / _.1§_ ~ ')\ \ 9~ ~ 25V5· 25VS '\... 

9-Г? .. 

Tecke . . 

·--'- Мз. 1 ~ 1 
о м . -ra t,,·"iQ' о '3 м4 

1 

о .. 

О· 

о 

U l::oordinatnom зiotemu ХОу uze1i sti10 jos nekoJ.:!-ko t<"cake: Ml' М2..., 

м3 .·i Мц..•. 

Uzmimo јов u obzir i ponasenje prvo~ izvoda, ·t;j_. nadjimo 

dy 

dx 

f2 (t) 
----- = 

st4.:бt2+1 
1- 3t~ -·· • 

U tacki О(о,оЈ, za t=o bice ~ 1, za t = ~ 1 bice ~=о? 

ovo znџёi da u tecki О (о,о) (koje је t:эck" scшopresjek.J) pos
toje dvije tengente: jedna је х-озе, а druga је nagnute 

. "" 
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preme x-osi zэ 

u tэсkэmэ м1 i 
u tэсkэшэ м2 i 

?т 
4 
м4 tэngenta 
М;, tвngentэ 

је uprevna na x-osu, jer tu ~.."+ОО; 
·је pэra1elna sa x'-Osom 1 jer ·је tu 

& .. 
dx 
tokэ 

о. Teoke О( о, о) Је dvoet;ruko prGvojnэ t.эcke, ... 2 
funkcije u teЬlici III; sem tor;e tu је .!...;! = о. 

se .vidi iz 

Nэ osnovu izlozenog1 в i:z. tэЬlioe III citDmo ;х: i у ро1эzе od nu
le1 р.э х i у opadaju 'do tacke Ml' od_ м1 d.o М~ х ras·t;e 1 у opede; 

u tecki м2 funkcije ime minimuш, jer је tu ~- > о·, ~ od м2 do 
dx 

м3(kroz О) х restei у raste, i .. u м3 funkcija ё.ost:i.ze шaksimum, 

jer је tu d2~ <О. 
. . dx 

Od м3 do м4 х rэste 1 у оррdг. 

Od м4_ do _О(о 1 о) х орэdе. i у орэdе. I'remз ·tome krive ime slijedeci 
izgl$d:i:· · 

'1 

Sl. 

Imp1icitni oЬlik jednacine krive ~obi6emo ovэko: 

iz · х= (l-t2 J.t, у= (1-t2 ~2 .t 
s1ij edi: 1-t2 = ~ 1 1 - t

2 = Н , 
оdэlйе је: х .ГУ · . х2 х4- х2 t =..--,; ,odnosno t =У , ре је х 7 (1- -z)· 

(' х2 5, 2 2 6 3 } .. . ?. · 5У У 

et;::::). , У = У -х <::::::>'Ј х У -х =ху ~ Y\,""1~r ,+Ј,.х. = о. 

Nэcr·i.;ati grefik funkcije: х = 11: 1 1 у =·..Ji-: .•. 
Rjesenje.Dcfiniciono podrul:je Z8 х ; t " 1~ z~ у t " ! 1 .•. х=о 
kэdэ је t = О,у=О kada је t = О. x~Ф-kcdc:> t.-.oo i ltadc:- t-.... 1+ • 
Y""'OD l~эdэ t...,. 1 i kadr t-'J> - 1. 
Hori~ont;oln;:; c>sirnp.tot;э: у=С, ;)'::L' y:::liщ у(х)=1iш y(t)= 
1im = r.. Ј Х-+оо t•oo 
~оо 
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Verti!cr'.llH' asimpto.te: х=-+ (у ... :-:; Jmda t-? -1). 

KosA asimptote: у = ах + Ъ 

а = 1:r.m '~ ~··нm 1 = ..1.-
x-:t ij..~ ,. ·''jr ~'t...;. 1 t ( t+1) 2 ' 

Ъ = 1im (у-ах) = 1im. l * -_L • t
2 

) = 
х .... •ЈО· t~ 1 ~t -1 2 t-1 

= lim ...:L ( 1 _ .. · t ) . = :џJII t(2..:t
2
•t2 ,.. 

~1 :t;-1 w :Т. t-.:.1 (t-:t).2.(t+1) 

2 = ~ 2-3t -2t = - _1_ 
k 1 4t 4' 

dak1e kosa asimptota ima jednacinu: у = - -f- . 
у_ t2-1-t.~2t) __ ] 2+1 х _ 2t.(t-1)-t2 _ t(t-2a 

~ (t2-1) - (t2-1}2 , - (t-1) 2 . - (t-1) 
. 2 

у'= _l_ = -(l+i} , jer jn ~unkcija de~inis~na 
i (t+1) 2 .t.(~} 

samo za t F ± 1. 

t - «> 1 -1 о 1 1 1 2 1 1 +оо 
х .+ i + о ... preltld - о + 

у 1 pre-
. • . ':" .kid - -1 - pre1dd ј - _, -

х -~ 1'-~'? о t" !.Ј +оО 
skok 

..._, 
4 /'· +f:O 

у о "\1,t{o; " о '\, i.,Jst~ 
"1 ''~ 1 о - ···-· 

уА pre- - ао + ne ро- +јсо -- kid s+.oj_i 
ј• 

·';# ,.11: у' 

{ 

! 

1 
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Rjesenje. Ako ве вtavi у·= х~ dobija3Ц,se p~~~tgrske jedna-
Cine te···kri:v-e,-:(t!!:v; J)P-karto~---l:i~t.);. .· 

~. ·"' _ 3at2. 
~=- .; .,-~ 

.. +t l+:t--' 

folarna 

Definici.ono podruo је: t ~-1. 

Каkо х 1 у ulaze u datu jedna.oinu s:Lmet:r;i:~no, "kriva је s"tmet

riona u odnosu na: J:Jis·ektrisu 1. 1 ;. )ttщ.dr?-nta. 

:Nule : х = О za t = о,· у = о 
х~оо :1 У--""()0 kada. 

za t = о.· 
t~-4. 

. . 
Vertika1n:Lh i hori~onta1nih asimptota nema. 

Козе astmptote: у =rn:x: + n 

m = lim L = 1im 
' e.~fJ.. 
l+t .. "' -..1,-

х .... оо х t-'loo -1 ' at · 
.l+t3 , . 

~ "а lim ~ = "' . ,... . 1+2t . -Ј .-а ...... m-.т-=-а; 
. t-+. :.1 "]..f't . ·-н- -1 3t' .. ·' 

da~le, у .ъ -х-а. 

:./ = gz 
d:x 

1-2t3 
(i+t'3/ , 

3at 2-t3 
• (1-чt'3')2, 

·_;._ = t(2-;
3
), ;'Jer ;Је t f:. -1. 

х 1-2t 
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+ сО 
о 

у 11 о о 

:х о о 

у ·о .о 

у' -со +о&:> 

. 
Koordinatni po~etak је dvostrulca tai':ka date 'a-ive. 
Koordinatne овi х=О i у=О su tange:nte na kt-i vu u njegovoj 
dvostrukoj. ta~ki. Kri~a sije~e ~amu веЬе u koordinatnom pocet
ku pod pravim uglom. 
Napom~na. Dekartov·list је prvi· put вpom~nut kao kriv~ koja_ 

ima odredjeno вvojstvo, u De~artovom pismu Fer~ 1868. god. 
OЬlik ove krive је ustano~io RoЪerva1. Kon~~an оЫ1k ktive 
zajedno s njenim "asi.щptotama је 1110 odredjen koncem XVII 
vjeka (Р о jgenв i Bernuli). · 

Grafik: 
Ј 



399.- Na.orta.ti grafik .funkcije P=f ({} ), alco јз Р=о.+Ь cose (O<a.:S-b) 

~tjese:r..je. Иef'j<nicj<<mo "oиrucje: 

f~ О 5> а + Ь cos Э ~ 04 ј" cos f). ':'l - ~ <::::::=:./ 

<5 7{6)l{a.ro cos (-'+). 
Кriva је silne"tricna. u odnosu na ;,~olarnu оэ jer је f (в ) =f(- в) . 

.Funkcija :Una. maksimшn za 

cos в = 1, tj. za е= о i "to 

f max = а + ь. 

Tacke miniпwma: ( f =О) f) == + a.rc cos (- ~ ) • 

Kri "а је za."tvort!na. 

l'O t<!<,. ne~ r.~of.:з ··<ао· .L';.;.:!,ic~noo rast<i ;< te kri va _nema taeaka'" u 

beskona.cnos-ti, te nema ni asimptota. Grafik dva puta prolazi 

kroz pol. 

Каkо 

to se 

је 

о'--1 - ћ sin е ' 
za ugao izmedju tangente i potega u tacki dodira doЬija 

'tgV = ;. а+Ь cos е 
ь sin е 

. +' а 
Odavde је "tgv =О za а+ Ь cos 8 =О, tз. za 8 =- arc cos\- ь}· 

Iz izraza za. tgi, kad &~О, nala.zimo da је V '= 7{ • ·ro znaei 
2 

da је tangenta·na krivu u tacki А (О, атЬ) upravna na polarnoj 

osi. 

Na.pomena. Кriva spada 1~ :t)Orodicu krivih koje se nazivaju 

Paskalov puz. ro је ravna kriva definisana kao·geometrijsko 

mjesto tacaka М 1 М' koje leze no. datoj pravoj i na utvrdjenom 

ra.stojanju §. od );!resjelш Р ove vr1x·•e i date kruznice 
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(poluprecnika R = ~ ) , kad se prava obrce oko neke tacke О 
na kru~nic!~ . 

U pravouglim koordinatama (provjeriti!) jednaeina Paskalovog 

J.)uza ima oblik: 

х2 2 2 2 2 2) 
+ у - Ьх) - а (х +у = О. 

Ova. kriva ima oЬlik ( za. О<:: а ;.;;: Ь): 

:н 
1 

! 

\ _____ _ 

о х 

f:) .. .!!.. 
. 2.. 

Ako је а = Ь, ova se kriva. degenerise ц kardioidu, t~. ~t~o 
Paskalov<?g puza. ( рцnа linija unuta.r. da.tog krUga) steze se .··~ 

u tacku. 

400. 
/ 

Nacrta.ti krivu r "' а , (а') О). 
1/oos 3'f 

Rezultat. OЬlast de~inisanosti ~unkcije: 

l'fl ~ '{ ~ .( Ј fl< ~1Г ~ period ~1Т. 
r. ~ + 2р 

zn ·r -= о i 'r= - Т . A:ёi.mptote: 

'f=: 1- ' 'f=! ~ 1 'f'=: ~'Г. 

Min.im.um r = а 

401. Nacrtati krivu 'f= a.rc cos( r;} Ј· 
Rezul tat. OЬlast def inisanost~: r~ 

Кrajnji maksimumY'=7Т za r= {5-l ; 
2 

15-1 2 ;::::: 0,'::2. 

minimum ·'f;:: a.rc с os 

r 75° 3о' za ~· = 2. Asimptota rcos'f= l za r~+OO. 
1 

1 . 
4 ·r:. 



~ .3.9. I::i.liVIЫA KRIVIН U l1AVlй - ICRUG KдVПfZ I EVvLU~;!fi 

402~ i~Dci kri vinu, radijus i centar kri viue hiper_bole 
ф 

:х:у = 1 

u tacki Н (1,1). 

Hjesenje. Za datu hiperbolu је 
1 2 

У' = - -:.z- t у" = -;т 

te se, prems obrэscimэ, z: krivinu i r~d~Jus kriviue nalazi 
njihove vrijednost u proi,zvo1jnoj tэcld. .hipe;гbq).e: 

(l+(y• )2 )3/2 (1+ ~.)~/2 ,. 
х . 1 

(у"~ с ---z-· --· ' ~ = -R-
т;?ј 

tiR= 

U tвcki M(l;l) radijus ·krivine i krivins imaju vr.ijcdnost 
res;pektivno: 

{1.+1).3/2_ -1 
R·= = 2112 , ·k = ь· =-:±n = 2 -z-. 

2 ~ R 2 

Centвr krivine Ьiperbole- {centsr kru::.,a krivine •. os!.\.-u1ator

nog krug~), u pro~zvoLjno~ .~acki hiperЬo!e, imэ koordinste 

V )= х ~ 71 (:~у' ! = х ~ - ~. ~ ~) =х + ~ (х+ ) ) , 

' 1 
1+Ј2 '. 1 1+ ~ = ,... .=..:..aL..- ::; - + х 
7" х .L 

г u dвtoj tecki м (1,1) ь~се: 

1 + + (1+ ...L) = 2 . 
. 1 

х? 

1 
1 + о.:. + _L ) = 2··. --z- ' 1 

х? 
; + + (х3 + ~ Ј, 

403. Od.rediti radijus krivine krive 

x2-t;3 + у2/3 .;, ~~/3 
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Rjesenje. Data kriva naziva se astroidom. Kriva, koju opisu
je proizvoljr.s. .. ta"81ca Ћщi;а ·С (r) kad se on kliza, ро nepokret
nom krugu. polupre/Snike. а, i to ро u.nutrasnjoj strani ovog 
kru.f~:a, nazt~&,~e/И:;l:jjpcikloidom. U zavisnoяti od odnosa polu-. .': ,-" .. ' , ' :: . -~· . . 
pre/Snika nepokretne i pokretne kru.3nice doЫjaju ве razliciti 
vidovi ·hil)ocikloida: astroida (r =. +) '· cikloida i dr. Ako 
je.poluprecnik pokretne kru3nice jednalt polovini radijusa 
nP.pokr!'tnE'I kru!nice (r = +), hipocikloida se degenerНJe u 
duz - precnik nepok:rAtnE'I kruznicP. Ovo sP. svoji"Ji;VO koristi .... 
ponP.~ad u konstr~sanju zupcastih prP.nosa kad treba kruzno 
kretanjP. prAtvori ti u. · pravolinijsko (kod stamparskih ПЈ.Э.IНnа), 
i u. nekim satnim mPhanizmima. 

ParaпietarskP. jPdna~ine hi-pocikloide.imaju oЬlik: 

х = (a-r) cos'(J + r cos [ (a-r) ~], 

у = (a-r) sin 'f- r sin[ (a-r)· '-: Ј~·· 

. gdje је а - radijus nepokretne kru3nice, r - radijus pokret
ne kruzпice, 'f- щ~ао koji od~o:.Тara 1~ izmedju tacaka do -
dira kr1Jzn ·• 

\ 

К:аkо је. 

odnosno 

' у = 
•• 

у = 

......-.. · 

'\' 

- (..L) 1/3 
х 4 

1;5 
3 

S!>~ent tan~ente ~а aetroidu 
Lz~edju koordina~ih ова ima 
konвtantnu duliJ:!.U а. 

'1 2 
-:'5 

• у а'; 



izlazi 
2 3/2 

R =(1+у' ) 

IY"I 1 ; . 2/3 -4/3 1 :..i/31 
а ,У • У 1 

404.-0drfldi ti ·1r:r ivinu evo],vente lcrugэ. 

х = а (cos·t + t sin t), 

у= а (sin·t- t cos t). 

Rjesenje. Kako је 

Х = !lt ОО!!' 

у = !lt яin 
'; = 1;1. (croe 
у = а. (sin 

i;, 

t, 
t- t 
t + t 

sin 
cos 

t), 
t) 

1/3 
3 ,/~'у -у/ 

"'· 

to ~oriste6i oЪrazac za krivinu krive datu jedna~inama u 
parametars~om oЫiku 

1 • •• • •• , " 
к = п :- 7i 1 3t2 . , 

{ Х2 + у Ј 
doЪijamo 

к;::::: ••. = 1 a 2t (t cos2 t + i sз:it)\ 
(a2t2)3/2 

405.- Izra~unati krivinu kod cik1oide. 

х = 11 (t-sin t), :r =а (1- cos t) 

Ј_ 
at 

1 dokazati da је uo1upreђnik .krivine dvaput to1iki kolika 
је norm~lna du:t • .\_Izro.l!unat.i з_р~>с1ја1nо rз.di;jus krivine za 
t = О, 1Ј , 27( 1 :ЦU9j;rebiti_UL.p.ribliznu kons.trukciju c'ik1o-

- --·- . ..·.·f ...... 
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Rje~enje. Uzimajuci u oЪzi~relacije 

х~~ (:r·::.. cos t)~ х =·а sin t, 
у = а sin t, у = а cos t, 

doMvamo 

к= 
1 a{l-cos t).a cos t - а .sin -t.a sin· tl = = 
(<а-а cos. t) 2 + (а si~ t) 2J 3/2 

= l 1 , R = · -L. = 2 4 2а~ · = 
2а 1/2(1-cos t) 2·V2-ay :К: 

= 2a·V2(1 - соэ t). 

Norma1nu duz (duzinu norma1e) kod cikloide doЪ16emo kad u 

op~toj formuli za normalnu duz 

zamijenimo 

Ta.ko doЪivamo 

N = f Y•~l + Т 2\ 
у' = .JtL_ = а sin -t;. 

dx a(l-cos t) 
= sin t 

1-cos -t' 

Poredjenjem izraza za R i.N vidimo da је kod cikloide 
R = 2N. 

Specijalno, za t • О, 7Г, 27{ Ъlсе radijus krivine: 

R0 = О, Rw = 4а, -~- = о. 
Kori>:~te61 ove ·vrijednoPti priЪlizno. cemo konstruisati ci·.i. 
kloidu :o~alto. N!'i- o~o-vu .jednaЧna cik1o1dti nansimo vrijed

nosti х za t = 0,1( , 27Т , tj. nanosimo vrijednoPti х·= о, 
а 7Г , 2а 7Т ; veli/'\inu а uzPcemo ·.а = 1 cm.- · 
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м 

~~ -~-----:::- ........... 

/ . 1 za -, 
1 \ 

3114 G,28 
; (a.'.ii) (2.a1f) 

-2 -- - -- -' 
Ot 

t1 ta/Skix = a1i pod1tmuta је normalз. џа. ~ .... 9sbyinu 1 nan,.,srna 
od~<ovarajuca vr1jednost ordinate у; d~k1.~, 1'l!tnг8Pne. је vr1-
jAdnoet у с 2а • 2 om (toltka је 1 no~iцa du~ N cikloide 
za х = a1f ) • Tako је doЪivena tack:a М:. A~q ~а norma1u u tac-
11::1 7 =а naneвemo мо1 = 4а = 4 om doЪicemo'u tack1 о1 вrе
d1i!te kru~<a kr1v1ne koji pro1az1 kroz -t~cku м na ciklo1d1. 
Iz tacke о1 op1вali smo d1o kru~a kr_oz tacku М, ~ osta1o 
( isprekidsз.no) nacrtali pomot!u · kri vulja"Щ-Pr:j. ovome, vod111 
smo raliuna da је u tack<>.ma .-:t: == О 1 ~- =. 2а1/ у1 =оо, tj. da 
tan~enta na c1kloidu u tim tackama_stoji u~pravno na x-oso
vinu. (Jer, 

У'= gz = s1n t 
d:x: 1.:.сов t 

ра ako t---->;0, 

406.- Na kr1voj у = lnx nac1 tacku, U. _kojoj kriv1na doвtiZe 
о maksimalnu vrijednoвt. 

Rj~i'lenje. Poi!to mora Ы t1. Х> о ( zbop; D.P.) , to је 

к = , y''t Ј- 7-\ -\ ___ х. \ :х 
{ 1+у'2Ј 3/2 l17) 3/2 - (:х:2+1)3/2 = -(1-'+х;.;..2_,)3"..../2 • 

Stacionarnn tack:a funkcije К (х) dobije ве rjesavanjem jed
naiHne к' (х) = о, tj. 

2 ) 112 1 2х2 '> l 7 +1 • 2 3 .7' ot.;_-=-; l-:-2x'- = 0~7х2 = _L :.;> 
{X+l) . ·· 2 
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Polito 

zn.v1s:1 samo od znaka. izrqza 

to је 

2 1 - 2х , 

к1 (х)7 СЈ4:/1-2х27 О« ~~2 <+. (х7 о)] f:i=). 

o.c..xL-L. 
(2 

к' (х) L. о &1 :х; 7 {2 . 
Dak1e, .u ta~ki х=~ funkcija к'(х) mijenja znak sa plus 

, r2 1 na m1nus, ра u ta~k1 х = (:2 · funko1ja К (х) posti~e maksi -
nuйnu vri.jP-dnost 

( +)111_ 
= (~. + _1)3/2 = 

2 ;;rz . ; 

Prema tome tacka м, na krivoj у = lцх, ima koordinate 

x=.l:...r 
'{2 1 

1 L1...) l/2 . - 2' ln2 
y=ln fl. =ln\2/ =ln2 =--

2
-· 

407. Na61 poluprecinik kr1v1ne elipse u tacki u kojoj se odsje
cak;. t~np;_ente, koj1. lezi izm~_d:i'u' k~ordinitnih osa., polovi. 

Rjei:ienje. Neka је jednacina elipse 

. 2 2 
++--:7--=1, 
а· Ъ 

'tada jednacing njenr tangente u tacki м0 (х0 , у0 ) gla~i: 
2 

Ъ х0 
у-у0 =- ---z-- •(х- х0). n Уо 
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тa~gP-nta sijPce koordinatn~se u~ckama м1 (2х0 , О) i 
'!t'2(0, 2уо), jer mora Ьiti момl = мом2 (:p.rema us·lovu zadatka). 
Otuda 

у =·0, 

2 ъ2 2 implicira Уо = ~ хо • sto, uvretavanjem ц jednacinu elipse, 
daje а . 

х = 
о 

Nadjimo krivinu u tacki 

Kako је 

2 
. у'"'' .;.. ~-··-L 

а . у 

у' ....L = ... = -о 
а. 

'1 konacno 

., 

R = 

. '2)3/2 
ll+yo 

= 
(1+ 

... 
У· 

,, 
У о = 

ь2 Ј 3/2 
;z 

1 у~~ 2·V2·ь 

-т 

ъ2 1 

- ~ . y,:..-ij_Xif to 
у 

2'Г2 ·Ъ = -~· а 

( а2 + ь 
2) 3/2 

2·f2 . аЪ 
408.- Na6i koordinate centrэ. oslqйatorne kruznice Alipse u. proiz-: 

voljnoj tal5ki. 

Rjesenje, NAka вu· 

х = а cos t, у = Ь sin t, О ~ t f; 2 1Г 1 
parametarske jednacine elipвe, tada·vrijedi . 

х = -а sin t, 
у = ь сов t, 

х .. -~· cos t, 
у= -ъ sin t, 

у1 = ~ = ...;;?- - .JL. ctg t, 
dx х а 

• dt = 2;L 
dx dt 

1 Е. -1 -=L= . -:-z-:- . 
а sin t а sin t х 
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a2sin3t • 
• у 

-ь 

Koordinate.cehtfЭ. kruga l!:rivine, prema obrascima 

'с 1 (1 .,. 2! 
)=Х-У +'"-l 

у 

, ' 

imaju ~rij~dnost: 

=а 
а 

= 

= 
а2 - ь2 3 

sin t. 
ъ 

Posto SP. radi о proi$Voljnoj ta~l!:i na e1ipsi, to ove koordi
nate predstav1;1aju ujedno par>Э.metarвke jednaCine evolute eH:Jr:' 
ве. Ova evoluta -је aвtroida, <Sija је jednaCina u pravouglom 
koordinatn?~ ~~~te~ 

4/3" 
с 

409. Dokazati da је .kod krivih linija pn = an.sin(rn,'f') 
(sinusne s~irale) polвrna normala (n + 1) puta tolika ko1iki 
је polupre~nik krivine. Na osnovu toga dati l!:onstrukciju kruga 
krivine. 

Rjesenje. Kod_ вinus:tџ! spira1e 

ima6emo 

odakle је 
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Prema obrascu za polu~recnik krivine, krivP date jedn~cinom 
u polarnim koordinatama, 

. ( f2 + f'2j3/2 
R == 1 F ~ 2f2 - f f>" 1 

imamo 

Pola:rnu normaludoЪijamo iz relaci;Je 

. \} 2 f'2 N=.ff + ; 

1 ako ovdje zami;Jenimo f'; doЫ6emo. 

N··=·~= .е v ~ jsin n~· 

Na osnovu izlo!enog mo!emo konstrui·sa:ti krug kriтine na ovaj 
nal!in. S.jetimo !"е. da је 

tg. f = _Е ', odakle ;је 
. f'' 

Imali smo f' = fctg n 'f, ра је 

1 . f'= fctgi. 

cotg.,= ctg n'f, tj, .f· = n'f + К:'f,lik( ј:!::= О, ±. 1, 

Na osnovu ove relacije mozemo konstruisat1 tanRentu kod 
sinusne sp1rale. 
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Po~tupak. Neka је вpirala·orijent1sana kao na slici 1 neka 
је М ta~ka na spirali (doЪivena ро formuli f~= an sin(n~) 
za dati ugao "f). Tada na pot~g f tacke М treЪa pod161 norma.
lu OD u tacki О(о,о). 

Na osnovu formule Т = n f konstruisana је tangenta Т (na 
slici је uzeto "i .. ь 'f' • · Jforma.la ~ · na tangen tu u tacki :М 

predst.avlja polarriu ~ormalnu du! N. . . 
Prema formuli R = .JL , s ohzirom da smo Uzeli n = 6 'Ъiсе 

n+l 
R =+ • 
No~lnu dџ! N poд1jeli~emo na (n+l) djelova prema ~ozn~tom 
n~cinu 1~ p1P-nim~tr1je (~·slici је 'odijeljena.na sedam dje
lova): povuoimo u proizvoljnom pravcu prayu; za ovo mo!emo 
koristiti 1 tangentu·т 1 na nju nanijeti sedam jednakih djelo-

·•va proi.zvoljne velibl.ile. Кrај sedmo~; .. podioka sp~jicemo ва tac
kom ~· Prava iz tacke :м3 (kraja prvo~ podioka)· para1elna sa 
pravom м1~ dace sredi~te С kruga krivine za ta~ku м. 

410.Gdje је \:od kruga вrediste krivine i sta mu је evoluta? 
Ista Ditanja za pravu. 

Rje§enje. - Nije tesko primijetiti da је kod kr~a lcrivina 

.... 
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1 -
_konstantna; К = -п-• R - poluprecnik kru~a, sto znac1 da se 
krug krivine kod kruga (kruznice) poklapa sa samim krugom, 
tj, krug је sam SP.Ъi krug kr1vine, 

Odatle sl1jed1 da је kod kruga evoluta (geoЊetrijsko mjesto 
centara ·krugova l!:riv1ne) jedna ta:<;ka .1 to .centar posщtranog 

"':. 

Kod prave је krivina konstantna 1 j~q~a~ riч11. O~mah 1zlazi, 
obzirom na R ..: +~ da је polup;ecn:j.k'&:l,yi-pe hes'\conaёan, 
Prema tome, prava nPma evolutu. 

411• - Kako stoji stvar sa sredistem krivin~ ч p:pevoinoj tacki, 1 
uopste u tac~i u kojoj је kr1vina nu+a? 

Rjesenje. - Posto u prevojnoj tacki, uk6~i~o postoji drugi 
iz,•od, mora Ыti у''= О (n"1me, u prevqjn,~j- tacki drugi izvod 
mora mijenjati zn.:~.k, а u samoj prevojnoj ta~ki drugi izvod 
ne mora postojat1), to је krivina, u toj~ac~, jPdnaka nuli, 
ра је poluprecnik kruga kr1vine be~~ona~an. 

Uop!!ite, u tacki u kojoj је krivina nuJ.a, qџg krivine dege
nerHie u tangentu (ра је srediste k~i:VJ..ne< u: beskonaёnosti). 

412.- Cikloida :х- .. а (t- s1n t), у= а (l- cos t) ima evolutu 
1= a(t + sin t), "l.= -a(l- cos -ј;). Stэ.vi 11 se ovdje 
t = u +1Т , } = х + э."1Г , '12. = у - 2а, Ысе 

х= а(~- sin u), у= a(l- cos u). 

Odatle izlazi: evoluta cikloide је ovoj korigruentna oikloida. 
Каkо evoluta lez1 рrюпа. evolvl'!nti '? .. - · 

Rjesenje. ~ Ako u jedna~inama evolute cikloide stavimo 
t = u +1( , t1me necemo promije~iti oЬlik evolute, jer tada 
oemo doЫti: 

Ј.,; a[u+'f +sin(u+77 )] = a(u-sin u)+а7Т, 
~ = -а [i-cos(u+.?r»=: -а -а cos u = a.(l.:.cos u) -2а, 
Posljednje dv1je ·jednacin~, Rc;>redjf'ne -sa jedn-'J.Cinama cikloide, 
pokazuju da је evoluta cikloida i to kon~ruentna datoj ciklo
idi. Naime,.. adiciona lconstanta a'Yi poka-zuje da jednu g:~:anu 
evolvente·treba pomaknuti desno od koordinatnov. poaetka, dok 

· adic1ona konstanta -2а kazuje da istu ~ranu evolvente treba 
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spusti ti ispod x-ose, ре. dn se tim d·•ost:rukim pomjeranjem 
grane evolvente dоЫје grana evolute. 

413. Naci eviJ!tti~i ~iiЉaioide f'= a(l-cos'f). 

Rjesenje ..... Kardioida је kriva \l ra.vni koju opisuje tacka 
k:ruga polupr~ёnika. о1м, ·jednakog Ъ 1 koji se kotrlja Ъеz kli
zanja ро nepokretnom krugu istog pnlupre~nika, pri ёemu se 
kruPovi dodiruju spolja. 

Jedna~ina kardioide u polarnom koordinatnom sistemu је: 

f.= 2Ъ(l+cosf) = a(l+c:oэ'fl) = af}+cos ('f+'J}] 
= a(l-c~s~), . 

а .u DekS:rtovom s:i.stemu (provjeri ti О: 

(х2 + У2 _ ~х)2 = а2(х2 + у~). 

\ 
\ 

_'Ј ........ 
r~ 

( ~ ).\, 
~ Ј 

м 

Kod 1tard1.oide f.= !'1(1-cos'f) Ъi6е: 

х = a(co~.'f-cosF··f), . у = a(sinf -~infcos'f), 
; = -a(sin'f'-2sin:fcos'f), ·; = a{cos'f-cos2:'f+sin2 f'), 
;_с· '-/).2·· 2~2 2 -.D ••· ..Ј) --а сов 1- cos 1 + s·in r ), у= -a(cos· 1.-4sin'fcos'f). 

Odavde doЫjamo: у'= ~"' сов f-cos
2f +sin

2f 
dx 2sin'fcosf-siny:? ' 

2 2· . 2 
dx +dy = 2а (l-cos'f)d'f' 2 

. dxd
2

y-dyd2:x = 3a2 (1-cos'f)d'f'3 
= 2 --. 

3d'f 

··'1' 
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Da.kle, pa.ra.metarske jedna.>;~ne evolute 1cardioide u :pravoug,lom 

koordinath~m sist~mu ~u~ 

~~ х _ у• (l+yi 
2ј х ~· {dx

22di) ·~У = • ~. = ;, . ·Гс·с· os'f(l+cos'f>-2], 
r у'' · axd y-dyd х " t: 

1\1 :l.+:y' 2 + (d:i+d,-2 )d::Jt .о ..р ._() 
L ,.. у + . у'' = у. dxd2y-dyd2x = а s111 1. - а s1n1 cos 1 -

2a(s1n'f -2s1n"f.cosf)= ~ • s1~ f(l+cosf). 
'3 '3 

414.- Odred1t1 poluprecnik krivine ~od c1klo1de х= a·(t~s1n t), 
у= a·(l-cos t) za t =о i t =1Г, ра tako izracunat1 duz1nu 
luka ciklo1de. z~~to se: ne mo~e 161 od t = О do· t = 211 ? 

•. ". 
Rjef!ienje. - Nad~1mo najprije po11lpre.cnike k:rivine kod ciklo
ide se.. t = о 1 t = 7 . Pre!IIЭ. formuli 

_ (l+y'2)3/2 _ {dx2+dy2)'3/2 
R - - 2 2 1 у'' 1 .f dxd y-dyd хј 

1 relacijama 
•· 

d:·i+dy2 "" a2.(1-cos t) 2 di, 

dx~2y-dyd2x ~а oos t dt2 (a dt-a 

(cos t ·_ l)dt3, 

2 2 3 cos t. dt)-a sin t dt 

1mamo 

R = a'3~1-aos t)3d~3 ·= а (1-cos t)2 
а (1-cos t)dt3 

Za,t.~ о,.ысе R1 =о, za t = ЋГ. Ы6е R2 ~ 4а •. 
Prema tome, duZiria 1uka evolute 'od t = О do t =. 7Г ьfСе jednaka 
R2 - R1 = 4а. Imajuci: u vidu da је evoluta cikloiЦe 0voj kongru
entna c1klo1da, 1zlaz1 da се 1 kod date cikloide du!ina lulщ 
od t = О do t = 1Т' Ьi t1 jedna.ka 4а. 

Ne moze ве odjP.dnom ra~unati duzina lult~ :<?~ ~:;;(> Q.o t;,.21Г zato 
. Эtо u tom intP.rvalu po1uprecnici kr1vine nn variraju uv1jek u 

istom smis1u; naimP. od t=O do t=1Т oni variraju od О do 4а, а 

od t=i.i do t=21.Г oni variraju od 4а do О. Da је to'ta~o, uvje
:r;:icemo se time /Но cemo provjeriti da јР. funkcija R {t) =а· 
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· .(1-cos t) 2 rastuca na segmentima [0+2К7Т , 7f + 2k#], а opada

juca na segmentima. [7Т+ 2k 71, 2q + 2k7] ; k=O, :!: 1, 

Stvarno, 

R1 (t) = 2a(1-cos t) • вin t, 

R: Н)~ 0(=1) sin t:= 0(:.:::-:. 0+2k1r::: 1; !: Ji+ 2kii. 

R. ( t) ~ 01."""7 Bifl t 6:: 0(='7 ii'+2k 1 .: •t-= 21i + 2kH • 

а 

R• (t). = o<.=-rt ~ О + 2k77 , k = О, ± 1, 

41tiPomo6u radijusa·krivine kru~ne evo1vente izracunati.duzinџ 
, luka kod kruga, ako 1uk ~d~ovara centralnom uglu ve1i~ine « • 

Rezultat (u~utstvo). - Poluprecnioi krivine kiuzne evolvente 

х= a(cos t + t sin t), у = a(вin t- t cos t) 

za t=O i t= ~ su respektivno: R1 = О, R2 = ~' ра otuda 
duz1na 1uka evolute, tj. kruga od t=o ·dQ t = ~ • 

416. Saвtav1 ti jednaCinu evolute za · .· 

{! .; 2 2 \ ' 2 2 а) traktrisu х = а 1n\a + а - У Ј- Va - у 
у . 

Ъ) logaritamsku spiralu: 

.. 
1 

. m'f> 
r = ае • 

Rezultat. - а) Evoluta је lancanica } 

1_ = а • ch -+ ;, + \е 'rta + ё /а} 
OЫik ove krive ims l"nac ili ·kaкva:-ъii:"б··drttga 'savitljiva 
nt"raste~1jiva (mater1.jalna) nit (1ronac) ;.:iji su krajevi uc
vr§teni u dvjema tackama, а raвtojanje izmedju ti~ tacaka је 

. ' manje od.dчzine niti. 

· Pro:vj.e.ri ti da је poluprncnik 1rrivine lanca.nice 
2 х 

R =а ch -а . 

·ь) Logari tamsl<:a B':'irala: 
D- а· m(Y'-71/z) :>-m. -е • 

.. ,. 
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G [ а· v а tetvrta 

''• 

Т AYLOROVA FORMULA 1 NEKE NJENE PRIMJENE 

§ 4.1. TAYLOROVA FORMULA 

• 417. 
Odrediti Taylorov polinom Tn(x) za funkoiju f, definisanu s~ 

f (х) = ех, ц okolini taёke х .. а (€R). Zatim odвovor,iti na 

pitanja: 

а) 'Da li,m svakll taбku х=а (eR), poзtoji (moze da ез od:redi) 

•reylorov :polinom Tn(x) koji,.dobro aproksimira" datu·f~kci

ju; da li od Tayloroviћ polinoma date ~unkcije f, u. okolini 

tacke х=з, postoji po~inom koji је najve6ea stepena (reda)? 

ь) Prooijeniti dreвku aproksimacije ex~Tn(x) za хе:(е-ь, 1нh), 

(n >о·), Koristiti i Lagrangeo.v i Cauohyev oЬlik za ostatak 

Rn(x) = f (х) - ~n (х). 

о) Odrediti red No Taylorovog polinozna tako d~ је: 

( V х е (a-h., a+h) 1 Rn (х) 1 < е • 



Uraditi ~adatak ako је dat? 

a=l , h=l, n:3, Е-=10-;. 
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Rj~senje. к~~Ьјр.·~~ "tkeNikJ =(ex){k)=ex==:=-/k)(a) = еа 
to је 

v(a) v"(a) 2 y(n)(a) n 
Tn(x)=y(a)+ """1:"! (х-а)+ -тг(х-а) + ••• + n! (х-а) 

а [ {:i-a) 2 ~x-a.)n Ј = е 1+(х-а)+ 2! +. • .+ nf (1) 

gdje је n-red TayJ.orovo/l polinoma Tn(x) Ъilo koji prirodan Ъrој, 
posto funkcija у=ех ima izvod Ы1о ko~ reda u tacki х=а 
c/n) (а)=еа). 
а) Polinom Tn(x) doЪro a.prokяimira. funkcijti y=e"u nekoj okolini 

ta.cke х=а, alco је y(n) (а)=еа. f: оо , Вtо је ta.cno za. 

"v'a е (- ro ,со ) • Tada. је prema. Peaneu Rn (х)=о {<x-a)n} • . 

Kako је y(n)(a)=ea 1:~ za sva.ki prirodan broj n to jasno ne 

postoji Tn(x) koji ј~ najvP~eg stPpPna, (posto ne postoji ni 
najveci priroda.n broj). 

Ъ) Prema Lagr,geu (za a-h 4 х ._ a+h i da.to· ne N) је 
.IL \ j(n+l)c'f'\l 1 ~(х) ==· . 1 ·!Х-а/ n+ C'f ::a+Q( х-а); О <: Q < l) 

(n+1)! 

= 
lea+Q(x-a)j 

l7":'al n+l 
(n+l)! 

< 
еа+Ћ 

(n+1)! 
ьn+1 (2) 

posto је .f 
jx-ar 1; h( > о), tj. VxE (a-h,a+h~e < ea.+h{ako је 9=1). 

Prema Oauchyu 

\R~(x)\ = l.r(n+
1
)(.f')/ (1-e)n lx-aln+1 (.f=a.+9(x-a); 0<9<1) 

n! 
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tj. o~ito је da је bo1ia procjP-na gre§ke dobijena ро 

Laџangeu. 

о) Prema proc1en1 gre§ke datoj formu1om (2), treba да је 

В.+h 1 
е ьn+- <t: 
(n+l)f 

(2) 
( ==> 1~1 <ё.) . 

.'. i 

te је red polinoma, za koji је greйka pri aprolt:t~imaciji 
е:т.,... Tn(:x}, za Ухе (а.;..ь,а+)l), manja·od ~ , r~~~enje nejedna
<Иne 

(n+ 1) 1 > :е&Т:h 
ьn+l € 

P..osebno za ~:=1, д=l~ n=3., f.=10-3 

а) Т3(х)=е.: [1·~-х-l)т 2-f.- (х-1) 2+ + (:x .. l) 3] 

• ~ (ж.3 + 3Х + .,) 

Na slici је pretstavljen ~fik 
funkcija ex.i т3 (х). 

Ь) Procjena greSke, prema (2),daje 

1 L 1 2 4. н3 (х) < .!..__ .1 ~ 0,31, 
4! 

tj, greika pri aprok~imactji 
ех.::. т3 (r) za_xE: (о,2) ро apso-
1utnoj vrijednosti manja је od 
о, 31. 

с) Prema (3) treba da је (2 <е. < 3) 
2 ' 

Cn+1)! > е <:> (n+1)1 > 9.103 
Jn+1 10-3 

(3) 

е 

-'1 ./ о o.s . 2 х 

" 
У= T.;(X)::~(:x:'+3i+2.) 
··. 

te kako је 7! = 50.40 ' 9.103 <.8!, to је sigurno za n ~ 8=N
0 

grelika pri aproksimaciji ех"..тn(х) ро apso1utnoj vrijednosti 
manja od f.:lo-3, . 

PrimjedЪa. PrimjP-ti da јЕ'!, u rezultatu р'ОЏ ci.)Џ'~bog zaokruZiva

nja navHie (uzP-to је е=3) za dobijeni rezultat·n~N0=8 trazeni 
zahtijev ispunjen, a1i nije iskljuceno da јР. trazeni zahtij•v 
(da se greвka aproksimacije ul:ini manjom od с. =10-3) ispunjen 
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1 za neke vrijednosti n< 8, вtо nije od znaёaja, posto jt'! cilj 

zadatka .da poka~e da se z~ V t: :»'О moze odr!'!n.iti N
0 

tako da је . 

za n> N
0 

. Ј~( х:)! =\ ex-Tn {х)'<Е. , · pri cemu ni је znacajno ko
liko је 'tiSh·ь N(:,; ve6 da N

0 
postoji, tj. da se uvij·ek mo~e oda

brati Taylorov po11nom ko~ na zadovo1java;Ju6i (unaprijed za -
htijevani) naёin aproksimira funkoiju ех u nt'!koj okolini tacke 
x=a.(=l). 

41() • 
. Pro:v;Jeri ti pr1:Ыizne ffJrmule 

х · х2 xD. n 
а) е =l+X+ -,т+ ••• + -nt +о(х-·) 

'~ вinx= t_ (-:-l)k-1 x2k-l 
~ k=l (2k-l) ! + 

с) совж= fl' (-l)k x2k + o(x2n+l) 
h=o . 2k! ·· 

G)) ln(l+X)= k~ .C-l)k-l . ~ + o(xD) 

. . n :xk 
е) ln(l-x)=- "Г - + о(:хЛ) 

k;'lk 
l+x n !2k-l 2n 

f) ln l-:21; = 2 fu, ~k-l + о.( х ) 

о(~) 

( !xf 1) 

( јхј < 1) 

( !xl < 1) 

Rje~enje. Date priЫizne formule pretstavljaju razvoj datih funk
cija ро·· Tay1orovoj formuli za а=о ва· ostatkom u Pf!anovoj formt. 

а) Za f(x)=ex=Ф-f(.k:) (х)=ех za k=1 12, •• ·~ •• Tako је ~(o)=l, 
r(k)(o)=l za k=1,2, ••• ,n, te је ро мaciaurinovoj formu1i ва 
ostatkom u Peanovoj form1 (jer је f(n} (о)=1 ~со ) 

· r' (о)__ r' (о) 2 ("1) ( 
f(x)-=f(o)+ ~+ ~ х + ••• + f n! о} xn+o(::x:D), (1) 

tj. • 2 :/1 
ex=l+ iТ + 2т + ••• + nт + o(xD) 

Ь) Za f(x)=вinx"==Ф f(k) (x)=sin(:r+k. +) 
te је f(o)=o, f( 2m)(o)=sinm1i =о, f(2.m-1 )(0)=sin(mi7- -}-)::: 
= (-l)m-l za m=l,2, .... 

Dakle, stavili s~ u formulu (1) 2n umjesto n, doЬije se 
х3 х5 n~l :x:2n-l 2 

sinx=x- 3Т +;т - ••• +(-1) (2n-l)l + о(х n) 
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с) Analogno, za f(x)=cosx 

:r(k}(x)=os(xtk+); r(o)=l, rCZm) (o)=(-1)m, r(2.m-l) (о)=о;· "~, 
m=l.-2 7 .... 

De.kle, 1.z (1) transkripcijom n- 2n+l 
х2 х4 n x2n · · 2n+l'· 

=!> COSX=1. ·- '2"f + 4Т - ••• +(-1) Т2ЋЈТ + f:J(i!C . ), 

d) Ze. f(x) =ln(1+x) ==t>f(k) (:r.)= (-1 )k=.:(k-.l)!,. tj. f(o)=o, 
(1+x)k ' ·. • 

;r(1:)(o)=(-1)1t-l(k-1)! za k=1 12, ••• ,n, t~ је prema (1) 

.Jl.. - k-1 xk · 
ln(l+:r.)= L (-1) k + o(xn) 

k=l 

е) Ovaj rezu1tat moze se дohiti ">.na1ogno S/'1 p;гetho.df11m, ili ako u 
pos1jP.dnjem :гezu1 tatu х zam.jenimo s'i!. -i 

:=:;.:Ш(l-ж)= /;
1 
(-l)k-1 (-Q)k + о(~)"' -!,. ~ + o(xn) 

f) Akm u rezu1tatima iz е) i f) izvrsimo tr.anskripciju n-+ 2n, 
slijedi 

ln ~ =ln(l+X)-ln(l-x)= tn 
... -х k';j_ 

-- /(-1). k- ~- + /( 1) х n 2 2 2k-1 n 2.k-1 x2k t' 2k-l 
k";l "' к-;. k";l - '· "'"21i: + k= '2'1ё=Г" + 

+ ;р. x2k + o(x2n) 
~· 2k 

~ 
x2k-1 2n = 2 '2k=r + о(х ), 

k= 

u preдzad~joj od niZA jednakosti iskoriЗtena osobina 

n n 
у- a2k-l + L a2k 
ы k=1 ' 

sto је direktna posljedica komд-

tativnos-ti i asocija.tivnosti sab!ranja • 
. :.\:'"·· ·i 
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419. 
Za .funkc!j.e. 1z prethoЦnog zadatka odredi-ti ostatak. (u Lagrangeo
vom 1 Cauchyevom oЪliku) 1 .. tj. odrediti Rn (х) = f(:x")-Tn (х). 

Rje~enje. Ako. ,t-ф~~1йа :t ima neprek!dan (n+l)-vi izvod u nekoj 
okolini ta~ke х~а. ato 1Шplic1ra tvrdnju da je.!unkoija nepxek1-
dna (1 ograni~ena) i ima nepr~kidne (i ogrQni~ene) sve 1z;ode do 
zaklju~no n-tog reda u 1sto;J. Qkol1n1 ta<Ske х=а, tada ве .ostatak 
~(x)=.f'(x)-Tn(x) pr1 razvoju:'-iunkci;Je .f' u Taylorov poiiD-~in тn 
(n-tog reda) u ta/Ski ж=а m~!&e pretstav_:t ti 1 u Lagrageovom 

~(х)= !(n) (ј! ) (;~e.:.a)'n+l ; . Ј .. =:=а+~_(х-а_ .. ) ' Q Е: ( o.,l); 
· · · (n+l)! 

1 u Cauchyevo~ oЬliku 

(1) 

. ~(х)=· .f'::~ ( '.l) (1-6)n(x-a)n+l ; tt =a+Q(x-a)_,Q Е (o,.l) (2) 

Jasno, ne rad! se о istom parametru Q u ;f'ormulama (1) 1 (2). 

·а) za. :t<x>=ex је. t<n+l> <х>:..~ж· ito · јв neprekiane. tunkcija u okou
ni svake ta~ke х=а в R, te se .f'unkci;la ех u ~kolini . svake ta~ke 

. . ) ' 

х=а е R mойе aprokpimirati Ta;r1orov1m 'polinomom red~ n( Е N} uz 

gre~ku ~pr.ok$t•o1j&. ... .datu pre~ (1) 1 :(2~. · 
.. 

Posebno ~ а=о, slijedi 

~(:Ј:)= i eQx хЛ+1 ; 
(n+l)! . · 

· Na sli'/San na~in 

Ъ) Za .f'(x)=s1nx u ta/Sk1 х=о(=а) 

. nL (х)= l s!n(2n+1) уј .(x-a)2n+l 
2n (2n+l)! . .г · 

= (2n~l)! (-l)n. C9.!:J(~:!!;} .• ::~n+l_~ ·; . 

tj. 

~С~),= ...Ј..:.,_ (-l)ncos(e:i) (l-Q)2n ~~+1 .. 
(2n)! 
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.. с) Za соа:к: ;је cos(2n+l)o=o, cos(2n+2 )x=(-1)n+],cosx, 1;е је 

RL· (х)=. 1 (-l)n+lcos(gx)x2n+2 
2n+l · (2тн2)! .. 

С ( ) . 1 (-l)n+loos(Cdx. ),(l-Q)2n+l.:1(2n+2, 
R2n+l х = ) (2n+l ! · · 

d") Za :t'(x)=ln(1.+x) -=Фf(n+l) (х)= (-l)~!! , l:!to је neprekidna 
. (l+XJn+ 

... 
:t'unkclja za вvako х~ -1; tj •. neprekidna је \1 okolini svake 
taake :х=а > -1 (koja iskl;Juauje tal!ke х-' · ~1), tj. data funk
.cija ве u nekoj oka11ni taali:e х=а( ~ R., а? ·-1). m~~e aproksimi
rati Tayloravim polinomom n-tog reda (viд~ vfethodni zadatak), 
а osta.tak se mo~e procjeniti prema. (1) 1 .. (2)~ tj. za а=о ·ј~ 

L {_1\nи · n+l С n n n+1... ) 
R .... (x)~ · .:х- ·· · ·; Rv(:x)=(-1) (1-Q ) Х ( 8 < 1 
-"n n+1. (1+917•)n+I . -"n 2. (1+Q2x)n+l о< ·1,2 • 

е) Za f(:x)=ln(1.-:x).o+ f(n+1)(~)= -n~+l·, ~to је neprek:idna fun-
koija ··u oko1.ini svake ta.!Ske ( 1-х) . 
:х=а( o&R, а··<1) koja 1.sk1ju/1uje t~ake х> 1, t~ ј~ za а=о ( < 1) 

RL(:x)= -1 xn+1 , С( ) ( )n xn+i . 
-"n {.О )n+1 ; Rn х=- 1-02 ' . n+l·(o·<Ql 2<1), 

n+1 1- 1х (1-'7х) ·. • 

f) Za f(x)=1n .!.:!:!. = ln(l.+:x)-ln(1-x) (-1< х< 1) је 
. ·1-х· 

f(k) (x)=in (k) (1+:х)-д;(k)(1-х) 

te је 

(1r:i-1) !· [(-1)k-1 + . 1 l 
(1+х)~ . (1-x)kJ 

:r<гn)(o) = (2~-1)1 (-1+1) == о, 

Dak1e, pr1. razvoju funkcije 1n f,!~ u Tay1orov po1inom ро stepe
n1.ma od :х do (2n-~)-vo,q: stepena (upor~M·,~~ щ~'j;hodnim zadat ,.. 
kom), vode6i ra~una da је :r( 2n)(o)=o, itlazi · 
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L 1 (1+Qlx)2n+1+(1-Q1x)2n+l :x:2n+1 
R2n (х)= М ~ ~, } 1.,..Q~,;t:2)2n+1 ; 

.. Ј~~-(~·~:'·~::~:~··- -~ (о ..-о1,2 < 1) 
· 2n+1 (' л )2n+1 2 (l+e2:x:) + 1-•2Х 2n+1 

R~n(x)= (1-Q2) n. (1-Q~ x2)2n+1 х 

420. 
Funkoiju f(:x:)=tg:x: razviti ро oijв1i~ pozitivnim etepenima od х do 
/Паnа :х:3 • 

• 
R;Jei!ienje. Za :t'(x)=tg:x: (f(o)=o) 

=>f
1 (х)=~ = tg2x+1 , tj. f' (о) = 1 

оов .:х: . 

..,. :r"' (:x)=2(3ti:x:+1) \ =2.(3t4x+4tg2:x:+1)·, tЗ. f"1 (о) = 2 ; 
cos :х: . 

_. :r(IV)(x)=2.(12tg3:x+stgx). \ =8(3tg3:x:+2tgx)(tix+1), 
006 х 

t;J. f(IV)(x)=8(3tg5X+5tg3x+2tg:x:). 

Zaio;prema 

f(:x:)=f(o)+ ~+ ~х2+ fm (о) х3+ R
3

(x)
1 1! 21 3! 

:х:3 * tg:x: = :х:+ - + R~ (х), 
3 

gdje је ostatak mogu6e pretstaviti u Peano;vom obliku n
3

(:x:) = 
= о(х3 ), poit~ је tre61 tzvod furikoij~ tgx ograni~en u ta~ki х=о; 
веm toga, poi:it~. је f (IV) (х) neprekidna funkoi ја u okol1ni ta~ke 
х=о, to. је ostatak mogu6e odrediti na pr. prema Lagrangeovoj for
muli, tj. · 

(IV) . 
R (:х:)= tg Qx х4 = _1_(3tg5Qx+5tg3Q:x:+2tgQ:x:):x:4, (1) 3 

41 3 

gdje је о < Q < 1. 



Primjedba: Primjeti da iz (1) s1ijed1 .R~(x) = о(х4 ), ровtо ј'е 
. . Ј (IV) . 

tgQx --.:х (х- о). Sem toga taj rezultat 1z1az1 1z tg · о=о, tj. 
ako se.runkc1ja tgx razvije рс Tay1orovoj formu11 do ~etvrtog 
'reda., te se onda traz1 ostata.k R4 (x) .•. Upored1 to sa zadatkom 
178. Ъ) 1 с) •. 
421. . 
l"unkoiju ~ razv1 t1 ро Yacklaur1novoj. f'c.rmui1 do 
а) prvog, Ъ) drU.gog, с) treceg stepena (od ~). 

Ј. . ' . : . ' Ј. -1 
Rje§en~e. Xako је y=(l+x)i'==:- у(1 )= ~(i -1). н 'ј -1+1)(1+х)1ё · 

Da~e·; :f'Unkc1 ја se · moze razv1 ti ро Мs.cklaur1rt?Voj formuli, poilito 
ima izyod Ъilo kog reda, koj1 је neprek1dna'fЏnkc1ja u okol1n1 
taake х=о (х >· -1). 

Tako је ро Tay1orovoj formuli, redom, za n=1,2, 3•.· 

а) 

Ъ) 

с) 

~ 1+х = 1 + + х - ~ .·. 1 . xg . 
2k ~ (l+elx)2k.,.:J. ... · 

~ l+x = 1 + 1 х _ k-1 х2 + (k-1)(2k-l) . .· 1 х'3 
-г . 2kZ 6k'3 . W (l+Q2x) ,k .. i· .. 

~ l+x =: 1 + ~ х- ~~ х2~ (k~~~(2k-l)z'3.~;.. 

. (k-1) (2k-l) (3k-1) 
- 24 • k4 . 

gd;)e је 0< 91 < 1 (1=1,2,3; а oatatak је odredjen u Lap;rage
ovom oЪliku). 

422. 
Provjeri t1 razvoje 

n x2k-1 
а) shx = k (2k-I)! 

~ ~}с . 2.1 
chx= Ц::t~i!:p ',Ф: р(х n+ ) 

'lё=о .• 
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Rje~enje. Date rezultate ~ije teiko provjeriti. ~ako na pr. rezu1-
·tati u ь) pretstavljaju razvoje odgovarajucih ~unkCija ро Мaokla
urinovoj rormuli. 

za provjeravanje rezultata pod Ъ)·ро61 od identiteta 

sin2x = ~ (l-cos2x) ; oos2x = ~-s1~2x. (3) 

te~ po1aze6i od rezu1tata u zadatku 418.с} 1 umjesto- х u razvoju 
za oosx staviti 2х, dоЫје se 

вin2x = .1:... ........ 1 . ." f::. (-l)k .!2x)2k фф {l)' 
. 2 · · · . 2 к=о. (2k)! · 

§to zamjenom u drugi od 1dent1tet&·:(';) daje {2) ~ i .. t.d~ 

? 4.2. PRIMJENA TAYLOROVE FORMULE 
'423.' 
~) Pokazati da Tay1orov ~olirioщ ~Unkcije ~(х)=ех u tacki х=• 

(vidi zadatke 41.8 1 · 419): · . . 

'.l:n(7) = 1 +х.+~'+.~.+ х·" . (l) 
. . 2! . . n! 

dobro a:Prokв.ind;r~ d~tu :t.'щlkoiju za svako realno х, tj. Ца је 
za V~>o, mogu6e odred1t1' N (koje zavisi od х 1!.) tako da је 

l~(x)l = lех.-т~(х)l<ё. 4=:: n:>N. (2) 

Na taj nacin vrijednosti od ех (za tfx ER) mogu se ва potrebnom 
te5no§cu sraX.unati prema (1), tako da је ·(prema (2)): 

Tn(x)-~ < ех< Tn(x)+.t эаmо ako se uztne dovoljno vel!ko n. 

Dokazati! 
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Koriвte6i se ~ezultatom pod а) вra~unati na ~etiri ta~ne deci-

Ь) Ъrој e.(i doka.zati da је е iraciona1an Ъrо~~ 
с) ьrој еа_/2 • 

Rjeierije. а) PreJI!I. rezu:J.tatu u zadatku 418· .е,) i 419. а) је 
х х2 · х? :z:n+l Qx · 

е = 1+Х+ '""2} + ••• + ilТ + 'Гn+t) !е 1 О< Q < 1 (3) 

. .z!!+1 
gdje је R (х) =ех-т (х) = - . е,ех 

· -~ n (n+1)1 

ZЪog: о<9<1 i е<3, dоЫје se 
. . :zD-+1 х· l:xln+1 

. о<~ (х)< '{'ii+'IY!'" ~ , za ·х> о; О< Ј~ (x)l < (n-fl) 1 , za х< о .• (4) 

Каkо је lim 
:z:o-+1 

=· о, td је prema (4) za V:Jee: R 
U..«t '(n+l) r 

lim Ru(%). = о. (5) 
n+c::o 

Iz (5) opet, u S81s1u defin:l.c:l.je gra.n:l./;ne vr:l.jednost:I._,s11jedl da 
ве ostatak ~(х) шойе u~:l.n:l.t:l. ро volj:l. mal~пfm, ako se ~me n.do
voi;Jno veUk:o. То zna/51 da ве po1:1.1iom (1) lnoйe upo-treЪit:l. za ra<5ur
nan;Je vri;Jednosti ех za svak:o х; s~o, ;Jasno,za ve6e yr:l.jednosti х 
treЪa uzeti ve6u vrijednost za n, e,ko ве ie11 post161 potreъna 
ta~nost. 

ь) Za x...1,1z (1)~ вl1jed1 

1 . 1 1 : 1 1 
8

9 
е•·=. + +. '2'1 . + ••• + nr + (n+l)! (6)' 

gd;Je је gre§l:a :1\t (1) = (n;!) 1 е
9 < ·(n+f)! . · (ФО.е < 3) 

Prema zahtijev.u u zadatku treЪa da је rezu1tat ta~an na ~et:l.ri 
decima1e, :tЗ: da је ~(1) < о,оооо5, !to ,је. :I.sx*mj~o ak:o је 

rnfr,-1 < 5.10-5 ~ (n~1)! >~ • 105 '\" Љ~94Ј · 
. '\ S:·:• ~' • ... 

Ройtо је. В! =.40 320, а 9t = 362880, .to је pos1jednja nejedna
koвt ispunjena za n=8. 
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Prema tome је 

1 1 1 
е """ 1+1+ '2Т + ;т + ••• + '8'! , 

~2+0,5+0,16667+О,о~167+о,ОО833+ 

+ o,oo1~~,~J~~g~o+.o,.oooo2, tj. 

е ~ 2, 71828, 

gdje је pos1jednji" rezu1tat tacan na cet1r1 decima1e. 

Тvrdnju da је е 1raciona1an dokazacemo svodjenjem na protivrijec
ndЗt, tj. pretpostavimo da је е rac1ona1an: onda је е.=~ gdje 
su р 1 q oije11 brojevi. 

Sad, po~to formu1a (б) va~i za svako nE: N, va "t1 1 za n > q, te 
se zamjenom е = ~ 1z (б) nakon mnozenja sa n! doЬije 

_i_ n! n! nl eg 
n! q = n! + п+ '2Т + ••• + nr + Ii+1 

Kako је n> q, to је lijeva strana n! +,gornje jednakost1 с1је11 
Ъrој; na_desnoj stran1 su isto tako svi saЪirci,(sem zadnje~ 
0111 to cijE:il1 Ъrojevi, dok za zadnji saЫrak vrijedi (о< Q < 1) 

ев ~ . 
о < n+l < Ii+I < 1 ~ ( ~ n > 2) , · 

t~. zadnji saЫrak nije cije11 Ъrој. Dak1e, pretpostaтka da је е 
racionalan Ъrој svela ве na protivrijecnost, te је е iraciona1an• 
bro ј , ·i:i • t. d •. 1 
с) 

slijedi 

е2 Tay1orovim po11nomom (1), gre§ka је 
ев/2 , te da Ъ1 Ы1о R (~) < 0,00005 dovo1jno 

-~ 1 1 . 

< о, 00005 (<= Ј< e"'l < 42 = 2), odfl..k1e 

(n+1)! 2n > 2.104. 

Pos1jednja nejednakost ispunjena је za n=5, po!to је 

б!. 25 = 7~0. ·.,2 > 7.1о2 .-,.1о =·2,1.104. 

Dakle, prema (1) је za n=5 

iё = 1+ Ј: + 1 ·+ 1 + 1 ~ 2 = б в·бб • 
'2' 222! 2~~'3! 244! . 255i 1

• ~ 1 

gdje је rezultat taaan na ~etiri decima1e. 
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424. 
Analogџo kao u prethodnom zadatku moze.se dokazat1 

+L k 1 x2k-1 n x2n+1 
а) sinx = Tn(,;) +~(х),. L (-1) - -- +(-1) -- oosex, (1) 

k=1.. (2k-1) ! (2n+1)! 

gdje је Q Е: (o,l) :1 

( 'f' х Е: R) ( "1 Е> о)( 3.В) I"Rn (x)l . .:: f. <:= n> N • (2) 

··:tor1s'teo1 е е .'t1m. reztй. ta'tom. вrai'lunati s;t.n9.9 1'1\il- t!JI,cnoaou. d• 
lo-5, ~ј •. odred1~:1 n tako da је 

IR:n 1 = lв1n9° - Tn(9°)l (.. 10-5 ; (3) 
, . . n . k x2k · +1 · 2n+2 

Ъ) ·оов = .Tn(x)+Ru{:x:)= ] (-1.) -. +(-l}f ~~·:; c.osQx 1 (4) 
Г=о· (2k)! · ·· ·· (2ц+2) 1 

· gdje је QE'. (о,1) :1 

( 'V:x:e:R)( VE..> о){ 3П) I"Rn(x)l<! <== n,.п. (5) 

.Rj .. eйenje• a).Zadokaz:formu1e (1) vldi ~adatk~-418. Ъ) 1419. Ъ). 
Sad ј Р.": za · 'r:x: е R't _,: 

lxl 2n+1 . • 
О < I'R (х).ј ~ - О •(kad n ~.с). 

· . ~"n · "" (2n+l) ~ · · · ' 

'te, u 8m1s1.u ·ae:tin1c:1je grari.i~ne vri jednost1, fl'~iвta .VS.·~1: (2), .t~. 
Tay1.orov polinom (1) mойе da -posluli kao·· aproks1mac.1ja · .f'UntC!~e 
sinx ва· d:~oljncim, un~i;Jed zaht:ijevanoпi ta~noicu ( t;.; )samo S;ko 

.lh1+1. ·1 . 5 
с < 10-
lOD-+l • (2n+1)·! 

Й'tо је ispunjeno za.n=,, раје (uz us1ov (3)) 

о (ТГ) "if 13 . 7i5 .... 
sin9 ""' т3 '20 = '20 - :3 + 5 . = 0,15~4"53 ••.• 

. 2о • 31 2 о • 5 !. 

Ъ) Dokaz · se izvodi Щ~.aiogno ·аа pretho'dhim а; p'o'lazeC.i od rezul ta
'ta. dobijenih u zad:acima. 418. о) ·1 lt19:,p) •. 

. .:~&·'~ ::: .. ~.:~.·,;, . 
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PrimjedЪar Formu1e (1) ili {4') mo~u da posluze za ra/Sunanje vri
jednoati funkcija s1nx 111 cosx sa unaprijed zadanom taёno56u. 
Jasno, za 45° < х< 90°, bolje је uzeti prvo u obzir da је 

sin <+ -х) ~i~~·jr ;p.t: cos <+ -х) = sinx, jP.r је o_~ito da za 
a~roksimacijЦ treb~ uzeti uto11ko manje ~lanova uko1iko је _х 
manje. 

U prethodna tri zadatka kor1iten је rezu1tat 

an = f:, - О, kв.d n-CD (х> о). 
Da dokazemo (*) ~rimjetimo da је 

О < ak+1 =-....!... ak < ak <;= ·k· > х -1, 111 za (ne/<.0 Ко) 
k+1 

k ф k0 > х-1. је О < ak+l < ak ~ ak , tj. dati niz Је monotono о~
"" о 

. daju61 i o~тaniaen,te је i.kon~ergentan. Zato је 

х х . . 
d::= lim. ~= lim .an+l= lim n+l an= 11m n+l" 11m an =О. с! =0, 

n-a;> n --ео n -.о n -ое~ n-.oo 
Б.t.d;· 

425. 
za~olihom .stepena n. 

Pn(x) = a 0+a1x+ ••• +an:z:D (а·-#о)" 
' n ' 

(1) 

va~i 

pn {x)=Pn (хо)+ :x--lx! о р~ (хо)7" (х-ха)2 р" (хо)+ .. • 1 (x-xo}n pn(n) (хо) • (2) 
· 2! n ·n! 

Koriвte61 ве tim rezultatoin r1jesit1 zadatke 

а) Izraёunati vrtjednoв.t :f-,mkcije 

у.·= х4-3х,+2х2-7х+6 u ~aaki :x=l,1 i х=О,9; 

b).Odrediti polinom aetvrtog stepena Р4 (х) znajuci da је 

Р4 {1)= -1, P4{i)= -8, Р4 {1):'-2, Р4 (1)=6,·Pl4)(1)= 24 
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RjPsenje.; Za polinom (1) је 

Р~(х) 

Р~{х) 

Р~ {х) 

= 2.l.a2+3.2.a
3

x+ ••. n(n-l)an~-2 ' · _:· !;, · ,, 

. -3 = 3.2.1.a3+4.3.2.~4x+ ••• +n(n-1){n-2)anxn , 

--------~----------------
p{n)(x) = n(n-1){n-2) ••• 2.1.a , 
Ћ n 

p{n+l)(x) • о, 
n 

te se pri razvoju 1),. T~~iorovoj formu11 u ta~ki х:х8 dоЫје (1), 

posto је ~(х)= (х-ха) p(n+1)(J):: о(Ф=о { 'fYE:R)P(n+1)pr):: о). 
. (n+1)! n Ј n у 

а) P~~to se vrijednosti 1,1 1·о~9 na1aze u ~ko11ni ta~ke 7=1 to 
6emo u oko11ni te ta~ke dati polinom razviti pn Tay1orovoj 
forщu11. Za у=х4-3х3+2х2-7х+6 је y(l)= ·-1; у'= 4х3-9х2+4х-7, • .. 2 . . . 
tj~ у' (1)= -8f у= 12х -18х+4, у~{1)= -2; у•.= 24х-18, 
у'" (1)= 6; у( V )= 24; {y(V); О). Zatn је 

у = у(~)+у • (1) ~у'' (1 ) (х-1) 2 1 у"' (1 ) (х-1) ~ y-(IV) (1) (х-1) 4 
1! 2! 31 4! 

= -l-8(x-1)-(x-1)2+(x-1)3+(x-1)4. 

Sad је 

y{l,1)'= ..:.l.;.8.o,1-(o,1) 2+(o,1)3+{"o,1) 4= -1,8о89, tj. · 

у{о,9)~ -1-8(-o,i)-(-o,1)2+(-o,1)3+(-o,1) 4 = -о,1991. 

Ъ) Tra!eni po11nom ~etvrtog reda, prema (2), је 

Р4 (х)= Р4 (1)+Р4_(1) х-1, р•4 с 1 ) (х-1)7р"'(1.)(х;..1)~р(4)( 1 ) (х-1)4 
1! 2' 4 3! 4 4 ! 

~ -l-8(x-l)-(x-1) 2+(x-1)3+(x-1)4 

= 6 - ?х + 2х2 - 3х~ + х4. 

''· 
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426. 
Dokazati formu1u 

n-1 х2 
(n~ 2, а:>о, 7>о), gdje је O<r < 

2
n2 • a2n-1 

Zatim, na osnovu formu1e (1) izral!unati 

а) (f3o ; Ъ) ~ 1 procjP.ni ti grei!!ku. 

Rjei!!enje. Razmotrimo funkciju 

f(x) = ~ an + х 

Iz1az1 f{o) = а, tj. 
1 -1 

!'(х) = 1 (an+7 )n 
n 

!"(х) = 1 

n 

(а> о). 

tj. 

1 

(1) 

Kako , drugi izvqd :r•(x) poвtoji u (вvakoj) oko11ni tacke х=о 
(koja 1вk1ju/5Uje ta<5ku х= -an)·, to se data :funkcija. moze u oko11-
ni ta/5ke х=о razviti ро Tay1orovoj formu1i, tako da је 

:f(x) ~ f(o) + :r' (о} • х + :r•(Qx) х2 
2f 

о l..-Q < 1 ; 

111 

rJ an+:x; = а + ~ - r 
nan-.~-

gd је је za х> О 

1 х2 O<r<!!;;-
c. :Тri=I n а. . 

а) ~ = (./ 33+3 

Ъ) (/25о=~ 

(1) 

(1) 

l!i.t.d., 

i!!.t.d •• 

3+ :l:z - r = 3, 10i • r 
3,;3 

3+ ~ .:. :r = 3, 011-,.. ; 
5.3 

. 1 . 
o<r<:;;, 

-· 
O<r<h· 

5 • 3 
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427 
Razviti ро мaclaurinovoj formuli funkciju 

1 -:;z 
f(x) = ех 

= о 
Rje6enje. Po6to је 

х~ о } 
х = о 

1 
-тz 

11m f(x) = lim е х =о= f(O), 
х-о х-о 

(1) 

·to је data funkcija neprekdina 1 u х=О, tj. neprekidna је za 
вvllko х. 

Njen prvi izvod је 
. 1 

.... ( ) 2 .- xz ... х = :3 е 
х 

х /: о, 
1 -xz 

t'(o)= 1im t\:f(o) ,.; 1im е - О 
АХ-. о 6 х х-о х 

tj • 

·•. 

tj, 1 prviizvod је neprekidna funkcija za х=О (i.za V:xeR). 

Ana1ogno nalazimo da је drugi izvod: 
1 

) 
- :;z' 

:r• (х) =(- ~ + ~. е х х~ о 

= о х= о } (2) 

takodje neprekidna funkcija. Jasno, da se to pokaze nije potrebno 
ровеЪnо potrazi ti :r 11 (о), ve6 'је · dovo1jno stavi ti 
.f 11 {o)= lim :r''(x) = о, sto је pos1jed1ca, ltao sto је ranije·. ilnlta

·x-o. 
· zano, Lagrangeove tnoreme о srednjoj vrijednosti, koju ~va.:funkci-

ja, а 1 njen izvod zadovo1javaju. 

Da se nadju slijedeci izvodi :r"' (о), f(IV) (c!O~;·:\itd~i ako postoje, 
m~~~ ее iskoristiti matematicka indukcija: 
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Usvoji 11 se induktivna pretpostavka.da је za neko nE Nt · 
1 -:;z 

f(n)(x) =Р (1)~ е х n х 

= о 

х f:. о } (3) 

gdje је Pn(l) polinom ро ~ (ovdje је n sam~· indeks, а ne i ste
pen po1inoma), tada је 

1 

f(n+1)(x) = [rCn)(x) ]~ = Pn(j).(; ·~)~ +; ~ [Pn(j)Jx 

1 

[ (l) 2 ' (l}. l Ј .х2 
= . Pn Х • ;; - Pn Х ·~ 7 v 

, (х f:. О) 
1 

·' 

х f:. о) 

gdje је pn+l (х) = pn (х) • ~ - р~(~). 1z , oci to, isto tako p('li-
x х 

nom ро ~ (poiito је zЫr dva polinoma; - pr1mjet1 .da је Pn+l (~) 
' . . l . 

po1inom stepena.N+3, ako је Pn(x) polinom stepena N, te na osno-

vu toga zak1ju/51 da је Р~(ј) polinom stept>.na 3n·, ;Jer је Р1 (х) = 

= 2 (~) 3 stepena 3). . 

Dak1e, prva od jednakosti (3) (ona za xf:.o) је ро principu mвte
mat1cke indukc1je tacna za svako nEN, po§to је ta~na za n=1 
(1 n=2), а 1 iz. pretpostavke da је tacna за neko n(EN) slijed1 
da је tacna 1 za n + 1. 

Каkо је za svako kE: N ( 
1 

1 - :;:z lim • е х = lim =-('\ ;к 

ј= u, tj. u--z«> , kad х .... о): 
uk kuk-1 
--z = lim ~ = 
eu u-.:t со 2ueu 

••• 1 td., 

tj. primjenom 

-k 
1im 1 е х 

х ...... о 7 

•нospita1eova pravi1a [~Ј -puta dоЫ;)е se 

= О, za V'ke.~f. (4) 
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Sada je{na osnovu induktivne pretpostavke (3)) 
:f.(n+l) (о) = lim f(n}(:x) - f(n) (о) 

:x-n :х 

t~. prema. (4) 

f(n+l)(o) = ('\ 

l :xz 

1 
-:;Z 
ех 

' 
··. 

(5) 

Dakle, prema. (5), ро principu potpune indu1!:cЧ.e (!.ruga. jednakoвt 
u (3): ;r(n) (о)=о, ~a~na је za svako n.:N (tj. (3) је tacno za 
svako n, posto је ranije dokazano da је tacna prva jednakost u 
('5)}. 

То znaci da funkcija f ima izvod Ъilo kog reda u tacki х=о, tj. 
da је :r(n) (о)=о za Vne N. Zato se data fimkcija mo~e razviti u 
Мaclaur1nov polinom do Ыlо kog reda n, ali је 

1 
f(:x) =; Х2 = ,Р. i,- f(k)(o).:xk +~(:х), f(o)(o) = f(o) 

i;;-c 
tj. 1 

;х2 =~:х) (=о{х11)} ~r(k)(o) = о, 

о, 

Name6e ве zakljucak: iako funkcija (l) ima ogranicen 1 nepreki-
. dan izvod Ыlо kюр, reda u tacki Х=о, njen razvoj u Maclaurinov 

polinom ne daje nikakvu "mjPru" о pona§anju f1шkcije u okolini 
tacke х=о, posto su izvodi date funkcije ~P.dn~ki nuli u toj tacki • 

. :. , .. - ... :: .;. . 
-·, 1. 
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Dovedi to u vezu sa: 

( 31' 1 (а)~О) lt' (a)l < ~ ==>' 4f(a)= df(x,a)+ О( 6Х), 
t;j. da se pri~il:st f'tfnkcije .6f(a)=f(x)-f(a) moze aprokвimirati 
diferencija1om u tacki х=а, ako funkcija ima konacan izvod razli
cit od nule u toj tacki; tj. p~imjeti da Мack1aurinova formula u 
ovom s1ucaju interpretirana u oЪliku 

f(x)-f(o) = t.f(o)= f- dkf(:x,o) :r}l: + o(xD) 
' ~ kl 

ne daje nikakvu mjeru о priraвtu funkcije u oko1ini tacke х=о~ 

428. 
Ispitaj prirodu tacke х=о za s11jPde6e funkcije 

а) f(x) = ~ , (ne: N) ; d) f(x) "' х.3 + х + 1 
1 

Ъ) f(x). - х2 , f(o) = о е) .f(x) = 2 +х+ х8/3 = е 
с) f(x) = 1 + :х8/3 

R;je!ienje. а) Za n=l: f(:x)::x-+ f 1(x)=l, tj. 1' 1 (:х) '>'о YxeR 
te funkcije f monotono·raste, te је х=о oЪicna tacka kroz ko;ju 
funkcija prolazi raвtu6i (izuzev §to је Х=о nula funkcije). 

Za n=2 f(x)=x2 => f 1(x)=2x, tj. f 1 (o)=~, tj. х=о је stacionar-
na tacka. Da odredimo prirodu te вtaoionarne tacke, dovo1jno 
је na61 (-sto је posljcdica k:riterijuma koji da;je 'lay1orova for
mula) prvi v1§1 izvoЏ, ako vi!ii izvodi postoje, koji ве ne poni
stava u toj tacki. 

U ovom s1ucaju yrvi naredni.izvod 

t"(x) = 2 > О 

te је za f'unkciju f.(:x) = х2 tacka х=о taoka· minimuma, jer је prVi 
izvod ko;ji se ne ponil!itava u toj tacki 2-gog (tj. parnog reda). 

Posma.tra li se najoplitiji slucaj f(x)=xD Cn ~ 2) slijedH 
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= n:г-l = О 4:=- х = о ' tj. f'r (:х) 

f 11 (x) 

f"' (:х) 

= n(n-l)r-2 = о <== 
= n(n-1.) (n-2)r-"=o Ф= 

х =о (n>2), tj. 

(n> 3), tj. 
: .. ~ . '. ' 

r<n-l) (х) = n(n-1)(n-2) ••• 2х = ~х = о ' tj. 

f(n)(x) = n(n-1)(n-2),.,2.1>0, za Vx~R ;•.,· 

te је na oвnovu .-rve, od niza imp1ikacij!'l, tac~:x=o stacionarna 
ta/Ska, dok svi vHii izvodi postoje (u ok61ini t~~ke х=о) i jedna
ki · su nuli u tacki х=о, do· zak1jucno izvcнla (ri;..+)-vog reda, tj. 

r' (о) = r~(o) = ••• = rCn-1 )(o) = о 
dok se n-t1. izvod na ponistava, tj. f(n)(o) >о; zato је, prema 
Tay1orovoj formuli 

(Vxe:R) f(x)- f(o) 

tj. 

f(n) (Qx) xn = r 
n! 

( Vx E:R) f(x) - f(o) > о 4= n = 2k (kt:N), 

111· funkcija ima minimum u tacki х=о (prema def1n1cij1 mtnimuma 
2 . 4 8 2k funkc1je) ako је n-paran Ъrој, tj. funkcije х , .. х, х, ••• , х 

imaju m1nimum u taeki х=о, 

S1icno se dokazuje (kao 1 u opstem slucaju - pozivaju6i se na 
Taylorovu formu1u) da је za funkc1je 

х3, х5, х7, ••• , x2k-l. (kE:N). 

tacka х=о prevojna tacka, . 1 
·ъ) Za f'unkc1ju f(:x}=; х2 dokazano је ranije (vidi prethodni za

datak) da је 
. 1 

1 - -2 f 1 (:к)=2, 3 ёх (х/.о). t'(o)=o 
х 

tj. tac~ х=о је stacionarna tacka funkcije. 

Posto је u ovom s1ucaju (za 'lfne: N} f(n) (о) ·:;: о, t;l. postoji iz

vod Ыlо kog red~ u tacki х=о, ali se sy;!.+(iP..!W?;;~-:i't!~vaju u ta/Ski 
• . ;-. ~f'<.Ч" !·, .: :· -, 

х=о, to pomenuti kriterijum, izveden na osnovu· Taylorove formule, 

~ Da 11 је notrebno potezati Taylorovu formulu? 
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ne moze -.da p()S1uzi za otk:r;:ivanje prirode (stacionarne) ta/5ke 
х=о. Priroda stacionarne ta~ke х=~ otkriva ве na osnovu ispiti

vanja znak~' ~#.dg J::;;vod.a: 
2 ~ ~:·; . ј 

t' (х) = :; е <:; о .;€== х <. о 
х 

Х') О 

tj. Х=О је tai!ka minimuma funkcije. 

с) Sad је f(x) :::: 1+ХВ/? te se doЪije 
t' (х) = ~ х5/3 = о Ф х = о , tj. 

f"(x) =-~ • ~х 2 /3 = о~х = о tj. 

t"'(x) 8 5 2 1 (#о), f+
11 (о __ )= +оо-/: t_'v (о)= -со =3·3·-;;m 

Dakle, u ovom slui!aju ponovo -se ne moze is-pi tati priroda stacionar 
ne tacke х=о (# f '(о) = о), posto је f 11 (о) = о, dok f"(o) ne po
stoji. Jasno, х=о је ta~ka minimuma, posto prvi izvod mijenja zank 
u tai!ki х=о: f''()O <о z~ х<о; f 1 (x)>o za х>о (f 1(o) =о). 

d) Za f(X)=X?+X+l ј~ f 1 (x)=J~2+lf:o za Х:о, tj. Х:О nije зtacionar. 
na tacka. Sad је 

:rЧ(х) = ·бх = о ~ х .: о , tj. 

f:llt (х) = 6 za Vxe:R, tj. f· 111 (о)> о 

.te, u smis1u kri terijuma koji daje Tay1orova forшula, na osnovu 
~adnja _dva rezui tata (111 u opstE!m s],u~ajщ 1" 11 (а)=о, .r 111 (а)= 
= r€4)(~) = ••• = rC2k)(a) = o·i r2k+l(4) ~о s1ijedi da је х=а 

· p;revojna· tai!ifa_) slijedi da је х=о prevojna. tal5ka. 

е) za f(~)=2+7+x813 vaz~ imp1i~acije 
t' (х) = 1 + ~ ·ji)/3 . .-/: о • <=::= х = о 
t''(x) = ~ • % х 213 ~ о Ф= х = о 
fNI (Х) = ~ • ~ • ~ • ;k аф f:(o)==+«)#f~(o)=-Ф ј 

(1) 

(2) 

(3). 

odakle slijedi: iz (1) х=о nije stacionarna tacka; iz (2) х=о hi 

mog1a Ы ti prevojna tacka; i z (3) slijedi da ne postoji f '" (о), 

tj. da ne moze da se primjeni kritPrijum za prevojnu tacku koji 
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је pos1jedica Tay1orove formu1e. 

Dak1e, ostaje da se '1spi ta znak drugog izvoda u oko11ni ta~ke 
х=о: kako .;]е f' (Ј:С) = ~ 'f7 >о ( "'#o), to. ;!iS.~k!;l, 7!=о nije pre
vo;]na ta(Jka (mada је f 1'(o)=o). 

Primjedba: Na osnovu F-Ornjeg, o~ito је da s~ u~lovi 

~'(а)= fц(а) = .•• = t<2n-l)(a)=o 1 i(2n~(a)·~ о 
(za пах. rC2n) (а)< о, za min. rC 2n) (а)> о),. za' e~stremum u ta~ki 
х=а; tj. za prevojnu ta~ku: 

f 11 (a) = f 111(a) = ••• = r<2n) (а) = о i r<~:rt+1 ) (а) ·f: о 
dovo1jni,. ali ne 1 potrebn~. 
429. 
Napisati razlaganje slijedecih funkcija ро potencijama od х. 

а) f(x)- = eвinx do х3 . ; 

8 Ъ) t(x) = 1n cosx, do х , (z~ koje :х: ос vnz:!-ti doЫ;Jeni razvo;J); 

с) f(x) = sin(sinx) do clana' х4. 

Rj~§enje. а) Prema formuli za razla~anje funkcije eu, ро potenci-
jaiD!l od u do clana u3 (vidi zadatak lt-18. а:) ' 

_. е81ПХ = l+sinx+ ! sin2x+ ~ sin3x+o(sin3x) 

te kako је na isti na~in (prema 418. ћ.) 

sinx =·х-% х3 +о (х4) , 

(1) 

(2) 

а sem toga је sinx -х, tj. о( sin 3х) = о·(х3), to vode6i racuna 
о tome, nakon zamjene vri,i~>dnosti za sinx iz (2) u (1), dоЫје se 

esinx=l+r- tx3+o(x4)]+ ~ r- ~Х3+о(х4)У+ ~{х- ix3+o(x4)]\o(:x:3). 

Iz posljednjf!g rezultata, •rodeci racuna о tome да ,ie о(х4) + 
+ о(х8)+о(~16 )+о(х3 )=о(х3), (i(j. [o(xn)jm = o(xnm); n,m>l)}, 

nakon sredjivanja izlazi (~овtо iвcezava clar. х3); 
·~:i>~:/.;. ~l-~!·~{~ 

+ Г• (3) 
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Ь) Vodeci rai5una da је 1n cosx = ln [ l+(cosx-1) Ј , prema. rezu1-
tatima iz zadataka 415. d. i с., s1icno kao navi~e, dоЫје se 

ln cosx=;J.p[lt~(:~~x-1) Ј =cosx-1- ~(cosx-1) 2 +о(х6 ) ; (4) 

pol3to ј~ о {<оо~ј!::-1)3} =o{sin6x)=o(x6 ) ; tj.(prema l77.d.) 

·совх- 1= ~ ~х2 + ~х4- 720~6 + о(х7 ) , tj. 

(cosx-1) 2= fx4- ~х6~о{~7) 1 (cosx-i);=- ~6+о{х7), 
to !'!.е. smi;lenom u (4), nakon sredjivanja, dоЫЭе 

. с 1 2 1 4 1 6 6 
ln С OSX = - zX - тzХ - q:;X + О (Х ) 

с) Sl1cno kao u а) 1 Ъ), 1ma se 

&in(s1nx) = s1nx- t в1n3х + о(х4), tj. 

sinx = х - € х3 + о(х4) 
111 ) 

sin sinx = х - € х3 - ~ [х - € х3 +: о(х4) Ј + о(х4) 
.~ 

= х - € х3 - € [х3 + о(х5)] + о(х4) 
. 1 3 4 

=х-' х +.ь(х) 
430. 
Kor1ste61 se rezultatima iz pretho~nog zadatka odred1ti 
lim :t(x) ,' ako је. 

s--o 1 

·[ ехр( -{х2 - kx4) Ј 
f(x) = · · . 

. oosx 

.:x3(x-sin(sinx)J 

(··· 

Rjeilenje. Nakon logaritmiranja ве dоЫ;Је (prema .429. Ъ) 1 о)) 

(1) 

.... 



odakle slijedi 

lim ln f(:r):= lim 
х-о 1 :Уб 

3 
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3 1 
= 45 =!; tj, 

Primjedba: Poii:u1!aj da se zadatak rije~H, pqla.'ze61 na primjer od 
(1), ·kor1i!iten;jem.L'Hos..,italeove. pravila, zahtijeva da.se prav1lo 
~est ~uta uzastopno pr1mjen1. 

Za vjezbu zadatak uraditi na taj nacin 1 +zvu61 poUku о korisno
sti predlozenog pristupa {tj, koriStenja Taylorove formule) za 
neke klase zadataka ove vrste. 
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Gtava peta 

INiEGRALNI RACUN REALNIH FUNKCIJA JEONE 
... RsALNE VARIJABLE 

:~ • • .~~-·· •• 1 

NEODREDJENI !NTEGRAL 

§ 5.1. OSNOVNE OSOBINE NEODREDJENOG INTEGRALA 
- TAВLICNI INTEGRALJ -

431. 
-Polazeci od d~finicije neodredjenog inte~rala kao.skupa primi
tivnih funkcija date (podintegralnP. funkcij.e) dokaz::).ti slijede
ce osoЬine neodredjenoR integrala. 

а) d[l f(x)dx] = f(x)dx ; Ъ) jd ф(х) = ф(х) 
с) jaf(x)dx = aff(x)dx ; а = cor.зt 1 о ; 
d) Ј [r(x)+g(x)J dx = jr(x)dx +Ј g(x)dx 

+ с ; 

]fu c1r1 (x)dx = Бз_с1 јr1 (х)dх, f;
1

!c11 " о. 

Rjesenje.- Neka је f(x) funkcija definisana na razmaku < э,, ъ-,. 
i neka је Pr.skup priШ!tivnih funkcija funkcije f, tada је 

FE:Pr ~ (VxE;.-:a,Ъ:;.)F•(x)=f(x). (1) . 
. ·~ 

Ja~no, mo~uce је Рr=Ф, tj. fun~cija f nema nijPdnu primi+.ivn~ 
funkciju. 

Lakn је, polazeci od definicije (1) primitivne funkcije 1 kori
e"teci Lagran~tiu-ovu teoremu n srednjoj >rijP.dnosti, (viдi "Uvod 
u analizu", D.Mihajlovic), dok"'-zati tvrdnju 

Р f i" ~С=>( 3FE: Pr)Pf = {:F(x)+C 1 С = cnnet} = F(x) + с, (2) 

tj. ako (1 ·samo a.ko) funkcija f ima .bar jednu primi tivnu f11Ilkoi

ju F,tada је F(x) +С Е: Pf gdje је С proizvol;Jna konstanta, "tj. 
u (2) izraz F(x) + С oznacava skup Pr primitivnih funkcija, 

(gdje, је Pr ЭF - urimitiv.na funkcija funkcijP. f i С је proiz -
voljna konstanta). 

Sad је prema definfciji DP.Qdredjeno~ integrala 

· /r{x)dx Df • Pr 

= F(:x) + С 
gdje nruga od jednakosti (3), prema (2), vazi 

Pr 1 ~-

(3) 

samo ako) 
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а) Ako Pf # ~~ tj. ako poRtoji funkcija F tako da jfl F'(x) = · 
= f(x) (za svako х iz oЫasti definisanosti funkcije f), ta
da је prema (3) 

~r{x)dx = F(x) + С, 
te slijedi 

d [/r(x)dx] = d [F{x) + с Ј = F' (x)dx 
t;l.~bog 

F•{x') = .f'·(x) 

~ d [/.t(x)dx Ј = r(x)dx 1i.t,d. 

Јавnо, «ornja tvrdnja ima sroisla samo ~о је Р ~ ~. U i~to 
vrijeme pr1mijet1, da Ъ1 u smisiu ~efi~l~ije'(;) desne strane 
zadnje jednakoet1 treЪal~ аа Ъude {.t(x)'d:X} Чmjesto f(x)dx, tj. 
d1f~renc1 jal .neodred.jena/5 1ntegrala (ОФ;i: Р .f ~ tJ) је jednoHan 
s}tup 1$1ј1 је jed.ini elemt>nt pod1ntegralni d:tferenc1jal. 

• • • •· 1 

о) U sm1slu defin1c1je (3) neodredjenog integrala, treba dokaza
ti jednakost skUpova. 

Pa.f' = aP.r {= { ali' l,:н:pf,;. ~} ), а "О. 

Lako ве provjerava niz ekv1valencija 

F€Pa.r ·щ · .F;(x) = aiC~)~r<;>J = t(x) Ла ,ј. 6 ~ 
Ф=;>- FДх> ~1'~ ла т! 'o<==:>F(x) E.a.Pf' 

gdje niz implikacija s desna .ulijevo va!!\1 z·a svako· а dok 
niz implikacija slijeya udesno vaйi oC!ito samo za а {. о. 
Dakle, је 

. . . ('У/:~~~·'}')),. Р af' = Р .f' , ·.·' 
" . . ' ..... iJi.• '•'. •: . . : '·· .. . ·: '·' ' ' 
1nal$e је oi:!1to·P0 • .r = Р0 = {conвt} .)o~ilr ={о} (v 91) , 
ito је 1 trebalo dokazati. 

Т'vr4nje pod Ь) 1 d) pr">vjt>riti na isti naC!in-(ili·vidi "Uvod 
u analizu" D.Mihajlov,tc). 
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432. 
-Provjeriti rezultate 
. Ј 1 2 Ј 2 1 3 Ј n 1 n+1 с .~ а) xdx = z х +G, _; х dx = ; х +С ; х dx = n+! х + , 

. <::il.i; • ЈЈ ...• "., 2 3 ' 3 2 5 3 7 4 
(nf ,.;1] ; · · ·'{5;.;;х+5Х +?х )d:x : 5:х - '2' х + -:; х + 4 х + с. 

Ь) j(2+5x)2dx = 4Х+10х2 + ч х3+С = h (2+5Х); + Cl 
. 1 2 

/u(x)u'(x)d:x = '2' (u(:x)) +С 

Ј f(u(x) )u' (x)d-y; = F(u(x)) + С Ф== 11'• (х) = f(x) 

d) ~~ = 2(ift"C; rf?' dx = m~n o/xll+m.,.~1(m,n€N). 
Rjei'!enje.- za provjerav~nje ~rornjih rezultata moze da vosluZi 
tvrdnja Ь) iz prPthodnog zadatka. 

а) Prema zadatku 451. Ъ) za r. # -1 је 

d (n~l xn+1) = :nh {xrl+l)'x dx = :x'l'ldx ' tj • 

/
;i!ldx = 1 xn+l + с 

n+I 

Za n = -1 јР. х1 
dx == d(ln/xl )==:>/~х = ln/X/ +с. 

Ь) Ako је F' (х) "' f(x) tada је prema. df!finiciji difP.rencijala 

d(F(u(x))) = F; u~ dx = f(u) u~ dx 

te је prema 431. Ъ) zadnji rezultat pod Ъ) tacan. 

ProvjPriti na isti naliin ostale re·sultate. 

433. 
-Provjer1ti rezultat 

Ј~(Й). dx = ln lu(:x)l + С ; u(x) f. О 
te na osnovu toga i.zra~unati integrale 

о/а) / 4Јх dx ;. Ь). J:~:l • 
Rje~P.nje.- Kak) j'G (u(x) f О) 

lnju(y)l ln u(x) u(x) >о, 

= ln(-u{x)), '!;.(Х)< О·, 

(1 )· 
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~ d(1nu) = ~ u~ dx , tj. d (1n(-u)) 1 ч± = -(-u) 'dx = -u dx -u х 

ili d (1 1 ) . \1~ • n u1 = -u-- dx 

t~ је (1) tacno, prema zadatku 431. Ъ). 

а) Sad је 4+2х = 2{2+х) i d(2+x) = dx, te је 

Ј4Јх dx =Ј§: 2~~ = i/d(~:~) = §: ln(2+xl + с. 

Ъ) Na isti na6in, prema (1), је 

J xdx -J~·2xdx _ ~ Ј"(х2.+1) 1 2 --z-:- - 2 - "" 2 = z 1:р.(х t_1) + с, 
х +1 х +1 х +1 

gdje је koristena osobina d(x2+1) = 2xdx i [af(x)dx 

= ajfOx)dx, а f О. 

§ 5.2.\NTEGRACIJA METODOM ZAMJEN~ 

.тЈ вljedE!oim integralima poROdnom smjen.oщ pre6i na novu m~zaviвno 
promjenjljivu te zatim odrediti date integrale: 

434 · а) Ј {i;~x 2' 
f k -х 

Ъ) Ј dx • 
. · ~ 5+4х-х2" 

Rje.senje.- а) Srnjenom: 

х = kt, dx = kdt (t = ~ ) 

Ј kdt 1 dt ==> I = (k.2" -2·2 = V 2 = arosin t + С 
k -k t 1-t . 

х = arcsin к + С (<== t = ~ ) ~ 

х = -arccos к + cl (<:=arcsint + .arccost = _,f). 
II naoin: Smjenom 

х = ksin•u ~k2-x2 dx = kcosudu 

=9 Ј = ~~~sudz.. = Ј du = u + С 
у k cos u 

te vra6anjem n'i starџ promjenjljivu u = arcsin R 
х :::::;:. ;т :::; a.rc ~ in к + С • 
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Ь) Kako је: 5+4х-х2 := 32-(х-2) 2 , to uvodjenjem smjene: 

х-2 = J~t:::::;;. ·а::х- •= '3dt, tj. t = х;? te 

=::;> Ј.·~,{ G~2t2" = arcsint + С 

. 434.1. 
= arcs'in х;? + С (4= t = ~) • 

1 rzra~unati ist1 1ntegra1 uvode61. smj~nu х-2 = 3sint. 

1 ~dxl'-:--::="'=~ х2. (;;.2 + а?: (а> О). 

Rje~enje.- Dati 1ntegra1 moze da·~e uproati uvodjenjem bi1~ 
koje od tr1 anjene: х = a<tgu; х = ~ , ·х = ashu. 

а I. naCin: Smjenom: х = atgu ~dx = ---r- du, tj• 
· соа u 

у х2 + а2 = .. а У1 + tg2u = c~su , te 

Ј d f d . 2._. 
~··Ј_ х _ а u •. cos .... ~. 

- х2 (х27 - oos2u · a2...11n2u а 

_.ј cosudu · 1 · Ј 2 - .. 2:-т- = --z (ainuГ d (sinu) 
~. sin u а 

1 (sinu)-~ + С 1 1 0 =-z =---z·.--+ . 
а. -1 а sinu 

.r=г:==.!: \<!::= х = a . .,gu , Po6to;j.e sinu = ~u = х · r ... ) 
l+tg u r х -~;а 

to ве povratkom na staru promjenj1jivu kona~no dоЫје 

. ( ~+а2 :r = - х + с. 
а х 

II, na~in. 

u = f 2 ~2-=z = fГ?z7:21 <- ~) х. х +а а 2 а --z + а 
u 
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=- ~ yu2
+1 +С=-~ .г;;:г.-;_ +С 

а а J;z.,. .. 
- ё.1 f.2 •. ~ + с 

а2х 
gdje је ё.1 = вp;nu, "tj. 1::1 ~ 1 rl)a u >о·, t'i .;·· :i za u <о i 

1sto "tako G2 = sgnx = i 1 vec prema to~e d~ 11 је 

X>i11 х<: О '(Ф==(~х€R) R"' IXI .,_; ;";IP).X). S drup;e вtrane, 
poi"t.> jf' xu = а> О, to је ~1 .(;2 = s~u<sgn3: = sgn(ux) = 1, 
"tэ је 

III. na~in. Ako se uvf'de smjena 

х = ~вhu~dx = aohudu, tj.V~-x~2--+ __ a_2 = aohu, tada је 

Ј- Jaohudu _ 1 Jdu = _ 1 othu +С 
- a2sh2u•aohu - ~ sh2u. ~ 

1 ohu 1 eohu . 1 Ya,...2=-s-h.;.,2,-u_+_a..,.2 

= - ;:z ~ .. - ;;z ;;ь:;;: = - ;:z alihu 

te vracanjem na staru prom;Jenj1jivu ., 

r/x2 + а2 
~Ј. "' - ---т--

434.2. а х 

Provjeri"ti в11јеdе6е rezultate: 

Ј Ј?:х2 = i arotg i + С .; 

! ..$-.... =.1ln С k+x 
k"'-x"' "/:А- k-x 

uvode61 smjenu х=· kt integrali ве.вvоdе na taЪ11one 

.434.3. fx<~Y_;.lnxf = j~t = 1n f1+1nx/ +с.; 
koriste61 smjenu 

1+.1nx=t 

434.4. Ј 2x+l dx 
х2+х-3 

1 ' 
- dx = dt ; 
х '{''' 

lnC(x2+x-3) 1 

staviti: x2+x-3=t ==::::> (2x+l)dx = dt ; 

. :\ 
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fsin3xdx = /Cl-oos2x)s1nxdx . 
1 3 = ~ cos х - cosx + с , 

uvodeci smjenu oosx = t ==> sin:xdx = -dt 1 

(Ф= t = tgx) 

/ 1. Ј .dt 
= ~ t 2+(b/a) 2 ·= ~ --L arotg -L + С 

а Ъ/а Ъ/а 

= k arotg ~+С (аЪ f: О) ; 

434.10. Ј s1~x = Ј'%! (<:=t = tg ~) 

= 1.n 1 tg ~ 1 + с 

Ј dx Jd'ft+ ~) ,.. , 
- = = 1.n /tg(~ + ~)/ + с oosx s1n(x~) ' ~ 

... 

gdje se. posljedn·ji integral smjenom х + ~ = t, svodi na pret
hodn1; 
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434.11. /~Ех = 1n ј:::~ /+ С 1n' 1 th ~ј + С 

Ј :Б.х 2 a.rctg ех + С 
koristi ti smjenu ех = t~dY = %1 • 

435.-odrPditi 

Ј x9dx 
;f = (1 + х5) 3 

Rje!enje.- Smjenom 1+x5=t в1ijedi 5x4~x~t, tj. x9dx~5.x4dx= 
=(t-1)• ~ d't. 

Dak1e, је 

Ј=~ I:31 dt = ~· jt-2dt- ~ jt-3dt 

= 1 1 t-1 - 1 • 1 t-2 + с = 1-2t + с 
'5 =r '5 =2" · . iot2 

te vra6anjem na star.u promjenjljivu 

===> Ј .,. _ 2х5 + 1 + с 
10(1+х5)2 

§ 5.3: PARCIJALNA INTEGRACIJA 
436. 
-Metodom parcija1ne integracije 

Ju dv = uv - Ј v du 

odrediti integra1 

I =Ј х arctgxdx • 

Rjesenje.- Stavi li ве' 

tada је 

u = arctgx , dv = xdx, 

du =· dx 
1+Х2 

2 
v = Јхах = ~,. 

·~, t: ':: ' : ~: ., 

te prema (1) slijedi 

1 2 1 /. х2 I = z х ~rctgx- 2 -z-7 dx 
х +1 

(1) 
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= ~ x
2
arctgx - ~ /<1 "" ...L2)dx 

1+Х 

~~~~ctgx- ~х+~ arctg х+ с. 

fsin(Ln;J:;}dx 

Rjeienje.- U ovom s1ucaju za 

u = sin (ln Х), dv=dx:::;.du=cos (ln :s:}. ~х v = х 
~ I == uv-jvdu =. xs1n(lnx) - Jcos(lnx)dx 

= xsin(lnx) - 11 • (1) 

De. se ·odredi 1ntegra1 I 1=/cqs(lnx)dx treba jos jednom primijeni
ti parcija1nu integraciju. Stavi 11 se u=cos(lnx), dv=dx ==> 

· ( ) dx · du = -sin: lnx х• .. v = х, te је 

r1 = xc.os(ln:x) + Jsin(lnx)dx, tj. 

r1 = xcos(1nx) + I. (2) 

Za~enom 1z (2) .u (1) 

~ I = .xsin(lnx) - жcos(sln:x) - I 

t;J. I = ~(sinlnx - ~osln:x) 

Pri~e~Ъa: Primje~i da је na osnovu (1) i (2) odredjen i inte -
gra1 I 1 ·=/cos(ln7)dx = ~ .(sinlnx + cos:huc), 
438. . 

-Na61. 1ntegra1e ' 

А.=:./ eax_cQsbxdx, :В = Ј eaxsinbxdx, (а f. О). 
Rjeйenje.- Ako se u integra1 А st~vi 

u = cdsЪx, dv = eaxdx~du = -ЪsinЪxdx, v = l е~х·; 

tada је prema mPto"u parcija1ne integracije 

А = ! еа.х cosbx + ~В. 
а а 

S11cno, pr1mjenjuju61 parcijalnu integraciju na integral В, 
-iz1azi 

(1) 

(2) 
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Rije8avanjem jedna~ina {1) i (2) ро А i В, dobije se 

·А еах (acosbx + bsinbx) , = а2+Ь2 

в = -h (asinbx - bcosbx). 
а +,Ь 

439 
-Parc1ja1nom integracijom;· ili nekako druk~ije, provjeriti re-

zu1tate: 

а) Jarct;pdx = xarctgx - ~ 1n (х2 + 1) + С 
~+1 xm+l 

Ь) jrnlmt'dx = iD+Г ln:x - - 2 + С, (Ш "' -1) , 
m+ {m+l) 

= (~х)2 +С (m = -1) 

с) Ј ln:xdx = :xlnx - х + С 

d) I ,. Ј earcsinxdx = ~ ea:tcsinx(x + ~ l-x2) + С , 

Ј = Ј earcsin::x;, xdx2_ = ~ earcsinx(x- { l~x2) + 0 
"l-x 

Jearct;gx х + 1 arctgx 
е) 2 3/2 dx = 2 1/2 е + С • 

{1+Х ) 2{1+Х ) 

Rje~enje.- Svi rezu1tati mogu da se provjere parcijalnom integra
oijom,ako se uzme da је 

а) u '= arctgx,' dv = dx::::фdu = g , v = х ; 

Ъ) Za m 1= -l : u = lnx, dv = );x~du =~х, v = ;:\ , 

~а m = -1 smjenom 1nx = t (tj. ~х = dt) dоЫје ве taЫi~ni 
integra1,. (rezu1tat pod с.) dоЫје ве iz Ъ) za m=O); 

d) Za int;egral I: 

u = earcsin:x , dv = dx==;> du = earcsinx dx 
· V 1..;:х2 ' 

za integra1 Ј: 

sli~no kao u zadat~l 4~8., doЫju se, nakon p~1mjP.ne parcijal
ne i~tegracije, dvije 1P-dna~ine 

I = xearcsinx_J , Ј = -earcsinx Vl-x2 + I 



<Нjim se r;j~~avan;jem ро I .. i Ј dobije dati rezultat; 

е) U ovom slu{laj~ treba t\va тшtе. uzastopno P)'imi;jeniti parcijal
nu integraciju, stavljaju6i оЬа puta u = earctgx pri prvoj 
parcijalno~ intug;aciji treba izracunati integral 

:·· ;.._ ~.·: ' ... - .::: ! ~:t -. . 

Г • ix х 
v "J(i+x2)3/2 ... (l+i)I/2 

kor1ste6i smj~nu ~ = tgt .(ili х = sht) 

Pr.ovjeri ti da se smjэnom arotgx = t integral u е) svodi na 
~etcostdt, koji se ~oze vdredi~i kako је to uradjeno u za

datku 197., - uradi ti na taj nacin ovaj zadatak. 
440. 

-Koriste6i se parcijalnom integrac~jom provjeri эlijede6e rezul-
tate: 

а) 2/ {a2-.x2doc =Х fa2-x2+a2~~~ 2' 
r а· -х 

·~2 . = xr а-·х-+а arcstn! 
t а 

b)~x(arctgx)2dY = {х2+1~~- xarctgx + ~ ln(x2+1) +с. 
Rje13enje.- а) Sabi:ranjгm reztil tata 

/ 122 ј а2--:;;.2 · 2( dx /x2dx r a--x-dx = .r""'r""'Z dx = а Ј .r:.'l 2"- r2==:t r а--х ~ ~ -х r .а -х 
koji је oci t, 1 rezt'l ta-!;a parcijalne integraoije 

Ј f a 2-x'l·dx = х { а2-х2 + Ј(;;~~ 
do Ы је .se trti!eni rezul ta t. . ~ 

Ь) Stavit~ u =(arctgx)+ primjeniti parcijalnu integraciju. 

§. 5. 4. INTEGRACIJA RACIONALNIH FUNKCIJд 

Као s-co је poznato :;~а predavanja (vidi "Elemente analize ••• ", 
D.Мihajlov16), integracija racionalnih f~kcija ::tVodi se u opstem 
slucaju na odredjivanjq rastavljanja racionalne funkcije na zbir 
elPmentarnih rac.i,onalnЗ.h funkcija (polinoma 1 elementarnih raz
lomakal 1 njihovu i~tegraoiju. 

... 
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441. 

2 'P.i k = -D=ч.-{z) 

Ј 2х+Ј2..._ dx = 1n(x2+px+q) + С ' 
x2+px-!-q· 

(D <. О). 

44/.1 . 
. Provjeriti rezultate: 

а) ј ·dx - Ј dx =};. arctg ~+ С 
, х2+2Х+5 - (X+l) 2+4 ' ' 

Ъ) Ј х-1 ' r t<2x-1)- t 
2 dx =.Ј 2 . dx 
х -х-1 х -х-1 

= .! 1n јх2-х-11 1 r dx 
2 -2"_ ~2 5 

{х- )" - 4 
1 (ј 

1 l::r;;
2-::r-ll 1 1 х- 2'- 1 + с = 2' ln - 2(5 ln х- t + 4 

сј;·, 
.. ~, ff:; : 

:r: Za integral/ (!х+:в)d~ viditi dio 5.8. Integracija pomocu 
(х +px+q) 

rekurentnih formu1a. 
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U sl~jedecim zadacima rastaviti тacionalnu funkciju na elPmen
t.arn~ razlomkP tA izvrsiti integraciju: 

//2 Ј dx . 
"1"1. 2 2 

х -а 

RjPsenje.- Каkо је nazivnik 

Q(x) = х2-а2 = (7-а) (х+а) = О~х =а V 7 =-а 
Ф=;~> ~ = х~а +х~~ 1 =А (х+а) +В (х-а) Ј 

х -а 

te је ро principu identiteta polinoma 

1 = Аа - ва, о = А + В~(АЈВ) = <2а Ј - 2а) 

tj. Ј= k /<-х:а- :Jrle)dx = k ln 1~:1 +с. 

//З. Ј х5+х4-8 
&.#Ч • ' d.x. ~ 

х -4х · 

RjesenjA.- Ako najprije 1zvrsimo dijeljenje: 
z........-:-----r 

(х5+х4-а):(х~-4х) = х2+х+4+ 4XSfk6x-8 
;.,JtoG 111r • 

х3- 4х 
х' х2 

==:> Ј = у- + r + 4х + 4I1 Ј 
~djP. је 

2 
I _ /х -4х-2 . 
1.- х(х-2}(х+2) dx. 

Sad је 

~-2 -А В С х(хд)(х+2) -= х+ х-2·+ х+2 Ј 
odak1e se mPtodom n~odred~enih koeficijPnata dоЫје 

А = ~ , В = - i , С = f Ј ра. је 

rl = ~ f~?: - t ~~~2 + i· /~2 + 01 • .v ~ 
te ј е ko:!l.a~no prema ( l) + - · · 

Ј = f, + F + ~х +{~ ln /Х/ ..Гf\ 1n Јх-21 + ~ln fx+21 
,у -\~\У 11 .v 
v2- '3 -t " -

dx. 

f-l~u~ 
(1) 

(2) 
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Rje§l'!nje:- Rastavljanjem na 'plemPntarnP re.i1omke dоЫје .se 

"1:+1 - ~ + 3 (1) 
(х+2)2 = (х+2) 'Х'+'Ђ. ' 

. ' 

l!ito s~ пiо~е provjeriti ili metod'>m neodredћ·~nih ifcdpficijPne.ta 
111 pole.ze6i. od idPnti teta: 3х+1 = 3х+6-5 !1!: 3 (х+2 )-5 • 

Sad ј~, prema {1), 
' 3 

Ј _2_ + ln· IX+21 + о. 
:ж-+2 

//5 ј 3ж+2 dx 
~ • :х(х+1)3 . • 

.Rjel«nЗe.- Sad ј• 

3х+2 _ 2 + -2 + -2 1 , 
x{x+l)3 - х x+l (х+2) 2 + (x+l)~ 

~ Ј = 2/xdx ·- 2 ~~ _ 2 /.dx + Jdx 
"X"+.L (x+l)~ (х+1)' 

... 

446. Jx'+4x
2
-2z+l dx. 

х4 +'х 

Rjf'lвnje.- Kako је. 

х4+х ;., x{x'+l.) ··~x{x+l)(x2-x+l),. 
. 2 ' . 
gdje kvadratni.~a~or х -х+1 ne moze da1je da ве rastav1 (na 
rea~e 11noarne faktore, p~l!ito su mu kor1jen1 komp1eksn1); 

=;> х-'+4х2-2х+1 -= А + В · ~L . 4 -х X+l+~-
X +х · · . . х -х+1· . 

>dakle s~ poredjenjem koeficijenata dоЫ;је 

А =.1, в= .. 2,:,.к.= 2, :r. 7 о,. tj. 

Ј = fdx:Jr - 2 Jdx + 2 J~;i!dx ' . 
Х+! . 2 . 

Х -Х+1 
(1) 

= ln JXI -2ln fx+lJ· +' ~· ln(x2-x+l}+ 
2 2x-l ' 

+ ~- arct~ '73 + с. 

l!: .. ) ·,, ' \'. . ' \
\.ct- ') _, ~ 

'· '\ ' \\ 1• ' ' } \ '-:·:·. ~ 
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Da se odredi posljednji 

х :е} (2х-1)+ Ј 
447. 

intep;ral u {1) :i.skoristi ti idAntitete 

2 ( 1 2 3 х -х+ 1 в х- 2) + 4 • 

-Proslijeditf rezuitat 

Ј (х+Чdх = _2ј!ЈЕ +fdx +Jdx +!2::1\"-1 dx +јх-1 dx = 
х\х +1)2 х ;z ;'5 x2+i (х2+1) 2 

1 1 с 2 > · 1 1 Ј dx = -21n lxf - х - :-::z + ln х +1 -ar~tџ- '2' • -z-:-·- 2 2 , 
. 2х · х +1 (х .+1) 

gdje prva jednakost doЫjena rastav1janjem raoionalne funkcije 
na elementarne raz1omke, а druga prema: 

Jdx Jdx 1 Ј. dx 1 Ј 2х-1 х= lnlxf , -z =- -, - =- :::-z, "'"'Т":" dx.= 
Х Х Х7 2Х Х +l· 

= Jd~.;.+l> _ fdx =: ln(i+l)-arct~tX, te 
х +1 Х~+1 · 

Ј х-1 dx _ ljdб::2+l~ · 
4

ј dx . · 1 · 1 Ј dx 
(х2+1) 2 - '2' (х2+1) - '(х2+1) 2 == - 2 х2+1 - (х2+1)2 

Oataje da se joli, parcijalnom integraot.jom ili smjenom 
. 1 2 1 ' 

x=tgt <-~ .. = cos t , · dx = -.....- d t), provjeri rezul ta t 
х +1 cos't · · · 

2 Ј dx .. = х ~arct 
(х2+1) 2 x2+l .. · gx. 

448. 

Rjelienje.~ Pro~11jedi faktorizaciju 

~4+2x3+2X2+2x+l !! (x2+1):!+2X(X2+l) 

( 2 2 = х +l) (х +1+2х) 

:Е (x2+l} (x+l) 2 . 
' ' 
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te na osnovu toga provjeri 

- -;-----:;-"1'--?1-- --- 1 1 + 1 1 1 х t . - -r:- ' Ј· х4+2х;+2х2+2х+1 Z x+l Z (x+l) 2 Z х +l 

Ј _ 1 ln (l+x) 2 
1 1 + 0 - 4 l+x2 - Z • l+x • 

--449. 
-Provjeriti s1ijedece rezultate 

а)ј dx 2 = ~ ln , . ..L- ( . + С • 
2х-3х 2-3х 

Ь )ј dx . . = ln 1_:_13 + Ј_ ~ 3 _1_ + с 
х(х+1ј) · х+1 x+l Z (х+1)2 

. 2 
с)(. dx 1 1 · + 1 1n х +1 + с 
~ (х-1 )2(х2+1 ) - Z х-1 4 ( 1-х)2 
. 2 2 

d)/ х dx 1 1 1 ln L±l... + с 
(х-1) 2 (х~+1) =- z х-~- 4 (1-х) 2 

3 . 11 13 
е)Гх +2х-1 dx = 1 ln· !х-~1 lx+21 + 0 

.'Ј х4-5х2+4 I'2' ·(x-1) 4 (x+l)0 

5 2 . 
t)jx +2 dx = х + ln Јх-1\ - ,g_ arctg ~ + О 

х'-1 .., n (3 
. 2 . . 

g)j~ = ~ ln ј x-l~ + arctfP!' + С 
. Х -1 X+l "· 

h) r dx 1 1n. Ix2
-a

2
\ 

') х3 -~rz;- '2;Z х2 . • 

§ 5.5. INTEGRACIJA IRACIONALNIH. FUNKCIJA 
450. 

· -U slijedecim priШjPrima treba odrediti intAgra1e, kad је podinte-
gralna funkcija oЬlika 

f(x) = R(x, f ах+ь) Vf(x) = R(x, 1 d ) ; 1 ~ ~~ f. О, 
gdje је R-racionalna funkcija: 

а) /х - 1 dx ; Ъ ј Ј 1 {x+l dx 
· f2x+l 7 х 

е) јЈК.. dx. 
х-1 

с) /х {х-.1 dx x+l 
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Rje~P.nje.- VP~ prema tome ~оје~ su (od dva nazna~ena) tipa 
pc1integralne funkcije uvodi ве smijena 

tn = ах+Ь V tn = ~;:R 

а) U ovom s1u~aju se.smijenom 

2x+l=t2=> dx=tdt, (х.:..1= ~(t2-:;)), 
dati integra1 svodi na inte~al racionalne funkcije 

1jt2-., t3 3 
I = 2" t· 1d t = 7) - z t + О' 

= (:х:-4)@1 + с ' 
. 3 

gdje se p~s1jednja jednako~t doЪija vra~anjem na staru prom
jenj1jivu t=i2x+1. 

Ь) Sad smjenom 

X+l = t~ Х = _Ј;.._ , tj, 
х t"'-1 

_.....dx = -2t dt tj 
--v (t2-1)2 • 

=>I = -2 j(t
2
-1)2t. / 2 dt = -2./t2dt 

(t -1) 

=· _ % t3 + с = _ % { (x;l) 3 + С. 

с) Dati 1nte~a1 se.smjenom ~~I = t 2 svodi na 

4 2 
Ј = -4 jt +t dt 

(t2-i)~ 

= ~ lnt §+@1 + 
(x-l-(x+1 

(x-2}(x+l) ~ + с 
2 -,~ • 

d) U ovom slu~aju, smjenom 

x=t1~ dx=l2t11d t ((X=t6, fx='t4, tx'=t3), 

(gdje је .12 najmanji sadr~atelj za Ъrojeve: 2, 3, 4), 

1 t 3 11 t 1• . =:>Ј= 12 Х:ь t dt =12Г ~ dt 
t +t Ј t +1 
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= 2(Х + ln ·1 {Х-11 + с 
Гх+l 

-Provjeriti rezultate 
' 

о) Ј~ ~~· • Zf111·x :... 3 ~ Ј.+х + 6 ~ x+l - 6lnCl+ ~ Х+ rf X+l . . f .Ј..( Л/ 

d) /(~+{Х dx = 2ј f ~+u•udu. 
~ f; ~l+fX''(l+'rx) ------.--.......-: 

452. 
+ с. 

-znaju61 da ве integral tipa 

./ R(x, f ах2+Ъх+с )dx 

gdje је R-racionalna'funkoija, mойе slijededom smijenom 

V ах2+ЪХ+С = t+xf'i , .. (а> О) 
:х-t+(ё • :f' (с> р) 

+ С; 

... t(x-x,,) .(:x0-jP.dnoetruki korijen 
trinoma ах2~ьх+с), 
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svesti na integral r·acionalne funkcije ро novoj promjenj1jivoj 

t; odrediti intP.grale: 

а) Ј dx 
хГх<zх:!-3 

Rjt'!senje.- а) 

{ х2+2Х+3 = X+t, 

ь)ј8 d2 . r dx 2"" 
. х- {х -1 'Ј }Х+{ 5+8х-4х 

Posto је a=1;r О uvedimo smjenu 

х- t2-3 У :х?+2х+3 = 2t-t2-3 
- 2-2t , 2-2t 

gdje је t "' { х2+2х+3 - х. 
Rijesiti 1st1 zadatak uvodeci smjenu 

. V х2+2х+3 = xt+f3 (<~;=с=3,.0). 
Ь) Opet ;је a=l> О, te·smjenom 

Vx2
-l = 1•x+t, Х=- ~·t2t~, ~ = h (t2-1), tj. 

l t 2-l dx = -.. z. ---:-2""" dt 
2 t .. 

=ФI =lf~. ~ dt = ~ <fV. -[!;) = 1 1nltl+ 1 +С 
2 t . t:;> . '2' 4t2 

= ~ inl Vx2-1-xl + ~ 2 + С. 
. 4( х -1-:t:) 

с) Sad је 5+0х-4х2=4(~ ·-х)(х+ ff) 
te ве moze ~rovPsti smjena 

{ 5+S~-4x2 = t (~ -х), t ј 

sto uvrstavan;jem i sredjivanjem svodi dati integra1 na inte
gra1 racionalne funkcije: 

Ј = 16 Ј --,.,..;t~d~t:..._,..--_,..._ 
(5t2 +8t-4')( t 2 +4) • 
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Ostaje da se provjeri re:zmltat 

Ј= ~9 (5lnl5t-2/+Bln/H?I- 9ln(t2+4)+12arct" ~)+С , 

g!ije је t = 2 У 5+8х-4х2 / (5-2х), ·' . 

2ll.l.ProvjF.riti Ј ЈУ 
xr;;:;.г ... zx 

~~+С. 

Rjesenje.- Izlazi 

mj dt 
v a-2t 

= mya-2t + С 

=m~+O 

. 'Х 

= {ах2 -2х + с, 
х 

(Ф={;!- = /xl = xsgnx = mx , tj. 
m=l za х;> (1, m= -1 za х <.О) 

(4= t ='.!. 
х 

(.,._:х: 
1 

t 

gdje је P.ri prelasku·na zadn.ju jedna;kost· ponov" iskoristena 
osoЫna R=mx 1 m= +1 za х> О, m = -1 za. х::>- О. 
§ 5. 6. INTEGRACIJA BINOMNOG DIFERENCIJALA 
453. ··. 

-Izracunati slijedece inte~rale 

а) Ј x3/2 (l+r112 ) 2dx ; . Ь) Ј x-1 12 (1+x~/4 ) 1/3dx i 

с) Jx4 (1-x2 )-"~/2dx. 
RjF.Яenje.- Бinomni difPrencijal xm(a+bxn)r moze se in+egraliti * 
akn i sa~o а;~~ је jedan od tri broja 

р m+l 
' n ' 

m+l 
р+ ""'il- cio broj. 

а) U ovom slu~aju је р=2 - cio broj, te poslije razv~ja binoma 
ро Ыnomnoj formuli postaje 

Ј x3/2(l+xl/2)2dx = Јсх3/2+2х2п'5/2)dх = ~:Х:5/2~х34х7 /2+С. 
. ·~~-. .. -,:. ~ .. 

'!1 Iнte~r;;.li ti u k:onacnom oЫi~'l preko .elF-mPntarnih ћщk:сiја. 
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1 1 1 m+1 
ь) Kako је m::- z• n"' 4 , Р= ;=?>n "'2. 

Prema. tome treba · uvesti smje111.1 

1 . 4 2 3 3 l+x1 4 ="t3::;:;; f=(t3-1) , dx = 12t (t -1) , 

te se dobije 

Ј = 12 j(t6-t3)dt = f t 4 (4t3-7)+C. 

3 _.._ m+1 + ъ · с) Sad: m=4, n=2, р= - z ~-п- р = 1, tj. ci~ rоз. 

Sto~, ako Re uvede smjena 
2 

~? = х-~-1 = z2 
==:;. х2 = ZQ+

1 
, xdx = 

dobice se 

]x4(1-x2 )-3/2dx =- Ј 2 d~ 2 , tj. integ:::a1 raciona.1.ne · 
Z (Z +1) 

funkcijP.. 

ProvjPriti da је 

Ј' dZ . 1 1 Z 3 t z с 
z2(Z2+1)2 = - z - 2 l+Z2 - Z arc g + ' 

.1 vracajuci эе na staru promjenj1jivu naci rjeЭt=>nje postavljf>
no~~; zadatlta. 

454. 
-Prnvjeriti rezultate 

а) Ј х5. 3( (1+x}) 2dx = ~ '/ (1+х"3) 8 - ~ о/ (1+;,,})5 + с 

ъ>Ј'Ј 1+ ft dx = ~ 5{ (1+ 'fx>7-3 ·:f (1+ 1 .. х)4 + с 
iX 

c)f-z·3~:г5· Х3+ 2 -+С 
х (1+х ) 2~ (1+Х 

Rjesenje.~ Primjt=>ti da je~s1ucaju 
m+1 · 

а) -п-= 2, ъ ) !!!:!:! = 2 , n с) ~ + р= -2, n 

te uvodeci odgovarajucu s~jenu,· svesti integra1e na integra-
1e raciona1ne ·runkcijP, itd ••• 
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-Ddrediti 

Rjeser1je .
m+l 5 
-п=; 

S06. 

1 U ovom· slucaju је m=4, .n=3 1 р= - ~ 1 te је 

Р= - Ј • ш=1 + Р ~ t ' 
г 11 

''• 

te kako n1jedan od uslova integraЫlnosti nije ispunjen,to ве 
gornji integra1 ne m:oze p:redstaviti preko konae!no mnof!:o e1emen
tarnih funkoija. 

§ 5. 7. INTEGRACIJA TRIGONOMEТRIJSКIH FUNKCIJA 

Integra1. 

JR (sinx, cosx) dx, (1) 

gdje је R(x,y) racionaln~ fun~cija promjenjljivih х 1 у, jednam 
od slijedecih smijena, moze da se svede na integral racionaln~ 
tunko1je (~о promjenjljivoj t): 

2 · х вin---. :-::-:72t · 1-t
2 

2dt х== arctp;t::::;. t=t@; .. ,.,., .,. cosx - ~ dx = ~ 
.:. - Ht ' - i.:tc: 1 l+t' 

2°. Ako је R{-"siшr, cosx) =--R(simr, cosx), po~odna ~е smjena 
cosx~t; 

3°. Za R(sinY, -cosx) -R(sinx, cosx), smjena sinx=t ; 

4°. Za R(-sinx,-coвx) ~-R(sinx,cosx) и (1) је najPORodnije uve
sti amjenu t~ж~t. 

456 
-Odrediti s1ijede6e inte~raie 

а) ј sin
2

:xd:x; /cos2xdx, ~~ФВ2·Хqх, .. /sinaxdx l. 

Ь) /sin2"Ycos3:xdx; c)jsin:!_ dx; d) Ј dx 
cos х cos2xsin4x 

f) ··ј· dx 2 • 
1+3cos·x 

RjP!iP.nje,- а) Koristec.i identi tete 

12 1( ) 2 1(· s n х = z l-cos2x , cos х z ·J:+cos2:x) · 

.,.".. Js:..n
2

xdx = i j(1-cos2x)dx = ~ х - ~ jeos2xdx 
] 1 . = i х- 4 sin2x +С , tj, 
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! lj , 1 =;Ј Jcos2xdx = ~ dx+ 2' cos2xdx ::: z х+ 4 cos2x.,'+ С ; 

П. naiSin. Uz oznake А = ]~os2xdx, В ;,. Ј sin
2

xd'X 

~'.А + :В ·= /CI)os2x+sin
2
x)dx "" х + с1 

,···: 
ј,·--

А - В = j(cos2x-sin2x)d:x = /cos2xd:x = ~ sin2x + С2 
odakle је 

2А = х + ~ si·n2x+C1 +С2 ,. 2~ = х - ~ sin2x+C1 +24 

~to је ekvivalentno ва gornjim rezu1tatom. 

Ь) Primijetimo da podintE'!gralna funkcija mijenja znak kad cosx 
о . 

zamij·enimo еа -соех, · ·te prema 3 lll:'l'od:tmo вmjen1). s1nx=t, tada. 
је 

Ј = {sin2xcos'3x = Jsin2x.(1-sin2x)coзxdx 

= jct
2
-t4)dt = ~ t3- ~ t 5 + С = ј sin3x- 1 sin5x + С; 

5 
с) Sad је R(•sinx, cosx) = -вin5x/cos4x = -R(sinx,coвx), 'te је 

prema 2?. pOEtodna smjena oosx=t...,.. -si~dx ·= dt., tj. 

~Jsin5x ~х= ~(1-coв2:xl2 sinxdx·=.-Jl-2t2+t4_ dt 
сов4х соз х t4 · 

1 2 2' ~ 
= ;:; - ~ - t + С = -созх - -- + +· С, 

'3t cosx 3cos'x 

вmj~nu 

dx . sin2x t2 x=a.rctgt~t=tg:x, -::-:-::-r = dt, - -
cos х - 1+t" 1 

te је 

2 1 t,..1i'_::-:-2'+C 
. '3t 

= tgx-2ctgx- ~ ctg3x+C. 

е) U ovom s1ul:\aju ШOf!:UCe. је pod1ntegra1nu funkciju pretetaviti 
kao 11nearnu komЫnaciju triginametrijskih funkoija vi~estru~~ 
kih uџ:lova 
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2 4 l 2 ( вin хсов У = g вin 2х 1+сов2~) 

1 2 1 l ,, 1 ( = g sin 2х• ~ (Sin2x)~ +ТО 1-cos4x), tj. 

=Ф Ј = Jвin2xcos4xdx = k вin32x+ h х - k вin4x + С. 

Uraditi ovaj zadatak uvodeci smjenu х = arctgt; 

457 Ј= Ј dx 
5-4sinx+3cof;!x • 

Rje§enje.- Uvodeci smjenu 

x=2arctgt==:>sinx·;. А cosx 
1+t' ' 

1-t2 
== :--:-:-2' ' . d:x 

1+t 

=>J=fЉ-z=l+c - 1 -:.. х·+С. 
(t-2) 2-t 2-tg ~ 

458 
Rje!lenje-. Smjenom tgx = t =;.dx = 1:~2 

2dt 
= 1+t2 

tj. 

I --ft5dt -- Jct'-t +. t . ).dt -t4 . t2 1 . 2 --.....- :-:-2" .= т- - .....- + .,. lil(l+t ) 
l+t"' l+t 't "' "' 

1 4 1 2 1 . 2 = 4 tg х-~ tg х·+~ 1n(1+tg х) + С 

1 2 2 = 4 tg х (tg х-2) - lnjcosxj +С, 

459 
-Odrediti primitivne funkcije funkcija 

а) cos4xain2x, cos2xain4x 

Ь) sin8x ; с) сов 6х • 

Rje~enje.~ а) Rako је 

o~s4xsin2x+cos2xsin4x sin~xcos2x(sin2x+cos2x) 

t sin22x·1 

= ~ (1-cos4x), tj. . 

= sin2xcos2x(cosr~~in2x) 
= 1 sin22x•cos2~ 

; ~ sin22x(sin2x)~ 

+ с 
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to za int~p;ra1e Р,. = Jcu/1;;.sin2;:J.x, Ђ = Jcos2xзin4xdx vaze jedna

kosti 
А , в 1 1 ··~4- + с•· .,. = g х - ;z ~~·· "' ' 
А- В=~ sin32x -+ с•• ; 

odak1e slijedi: 

А = h; х.- k sin4x+ k sin32x+C1 , 

:в 1 1 . 4 1 . '2 с· = i6 х - ц sз.n х- 4S sз.n х+ 2 , 

(С1 = ~ (С 1 +С'')) 

(С2 = ~ (С•-С••)) • 

Ъ) fsin8 xdx = ~ (35x-28sin2x+7s-~n4x- ~- sinбx+. ~ sin8x) + С. 

с) jcos6xdx = ·k (10х+ ~- sin2x+ ~ sin4x+ ~ sinбx) + С 

Ј_ Ј dx 
460 - s 1nxc os2x • 
Rjel!ienje.- Smjenom t=cc·sx, alijedi 

461 

. ·1 ·dx 1· dt · · 
Ј - - "..._.. - ---~'2;...::-----"-

- · sinx(2cos/.x-l) - (1-t ) (l-2t2) 

= _!._ ln 1' 1±.i'![ 1· + 1: ln / 1-t / («== t=o osx). 
fl. ' 1-i;fl' z l+t 

I =- Ј !sinx+2cQSX :dx. 
2.s1ttX1'.:Scosx . 

Rje./3enje.- su.;enoв t=t"X'='~~~> ~I:IJ,f!1t'+~.~QП = 1t+; , dt .= Д. ... "' · "2'Эlnxt с osx .t+ ~ . L" . 1+t 

I -J.l.2bl-l.)dt . = - lQ fд:L + 1 f5t+f. dt 
~ - (2t+3).(1+t2) 13 2t~·3 1~ . 1+t 

= h ln /2"1;~·3/ + i, 1nfHt2+ -~ arotgt + С 

12 5 1 = ~ х - т; 1n J2ainx + 3cosx + о. 

II. na~in. Brojilac podintegralne funkoije mойе da se napl./3e kao 
linearna komЫnacija imeniooa i nje~oVOR izvoda, tj. 

111 

3s1nY+2cosx а A(2sinx+3cosx)+B(2sin:r+3cos:t:) ~ 

:(2A-3B)sinx+(3A+2B)oosx 

--------------·-· '. 



Sad је 

462. 

SI!J 

2А -· ':В._: 2'} ~ (А,:В) = 
3А + 2В 

(12 5 ) n-,-u· 

I 12 fd 5 Ј d(2sinx+3cosx) 
= IJ1 1 х- !3 2sinx+3cosx 

:,. ~ х - f.; ln j2sinx + 3cosx/ + с. 

-Odre~iti integrale 

Ј sinxdx · 
Tl а acoSX+bslnx 

_ Ј cosxd:x. • 
Т2 - acoe~+~sinx 

RjeAenje,- Kor1ste61 ad1c1oni teorem provjeriti da је 

ЪТ1+аТ2 = х+с1; ~Т1+ьТ2 = 1n lacosx+bsinxl + с2 , (1) 

Tada је, prema (1), 

Т1 = ~ (Ъ~-alnlacoвx+bsinxj)· +С' , 
а +Ъ 

т2 = 82~bz (ax+blnjacosж+Ъsinx!) + с••. 

463. . 2 
-Dokazati da је za D = АС - В > О 

Ј d:x . . . . . 1 t А t~+B t 
Acos2x+2Bsinxcosx+Csin2x = ;r7Z arc g D~2 +.с • 

Rje!enje. Uvesti smjenu t =·tgx. 
464. 

-Provjeri ti'··rezultate 

а) .{s1n3xsin(5x-l)dx ~ ~-sin(2x-l)- fь sin(8x-1) 

Ь) Jsin(2x.:.. 'ii )созхdх = ~ cos':x ·+. ~ .cosx; , 

с) Jcosxcos(x+ ..Jt)dx = if. /cos2xdx- ~ Jcosxsinxdx 

= ~ (sin2x+cos2x+2x). 

d) /cosxcos2xcos3xdx = ~ (х+ ~ si~2x + * sin4x + i sinбx) 
Rje!enje.- Iskoristiti adicionu teorem~ za ~~us 1 cosinuв: 

sin(a+b) ='sinacoзъ + cosa~inb. 
соs(а+Ъ),= coзacosb-вinaвinb 
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tj. posljedice adicione teoreme 

2sinusinv = cos(u-v)-cos(u+v), 
2c~!iltieos:\r.·!!:! cos(u-v)+cos(u+v), 
2sinucosv = sin(u+v)+sin(u-v). 

Integralna konstanta је ispustena radi kraceg zapisivanja • 
.t 

§ 5.8. INTEGRACIJA POMOCU REКURENTNIH FORMULA 
- RAZNI ZAOACI -

465. (ormvlu 

-Odrediti rekurent~ntegral 
(n ~ 2} 1 

te na osnovu toga sracunati r 2 i r 4 , te r
3 

i r
5

• 

Rjesenje.- Stav1mo I~ =]sinn-1xsinxdx, te uvedimo smjenu 

u = sinn-lx ==> du = (n-1.)siu,n-2xcosxdx, 

dv = sinxdx 4= v = -cosx. 

· Dak1e, је 

In · = -coexs1nn-l~+ (n-1) /sinn-2xc os2xdx 

= -cosxsinn-1x+(n-1)~sinn-lx(1-sin2x)dx 
= -cosxsinn-lx+(n-1) I 9 -(n-1) I · 

n-- n ' 
tj. izlazi 

In = - lcosxsinn-lx + ~ I 2 n n n- ' 

(1) 

(2) 

sto predstavlja trazenu rekurentnu formuiu za ~ntegra1 (1). 
Kako је I 0 = /dx х, = ]sinxdx -cosx, 

to јА prema (2): 

r2 = - Jr cosxвinx + ,;;:_ I~0 = - 1 1 1 с 
L L 2' COBXS ПХ + 2' Х + . 2 

I = - 1 3 3 
4 4 cosxsin ~ + 4 r 2 

= - i cosxвin;x - ~ cosxsinx + ~ х + с4 
te na ist1 nacin 

I 1 2 2 
3 = - ) cosxsin х + ) r1 

1 . 2 2 
; cosxs~n х - ; cosx + с3 • 

. .. 
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Na taj nacin, polazeci od rekurentnih formula za integ~al (l): 

I 0 = x+Q 0 , I 1 = ~cosx+C1 , In = - ~ cosxsinn-lx+ n~l In-Z (3) 

mo~e da se izra~una r 2k+l kad ее izracuna (polazeci ~d r 1 ), 
... 

tj. I 2k kad ве izra~una I 2k_2 (po1aze6i od I
0

) ~ za svako k€N. 

PrimjedЪa: Da li, polazeci od (м), moze aa·se izvede rekurentna 
formula za integral (1), ako је n cije1i negativan Ъrој, ·t;ada 
је (и).dovoljno rijesiti ро In_2 i izvr§iti transkripciju 
n -n+2. DoЪi је ве· 

In = n;l c~sxsinn+lx + ~:i In+2 (n< о, n ,Ј -1) (4) 

Na osnovu te formule је napr. : 

I_2 =~~ = -coвxsin-1x = -ctgx. 
sin х 

Znaju6i da је. I_1 = fs~~x = ln jtg ~ 1 , po1aze6i od formule 

(4), <lokazati 

I -Ј dX -
-3 - sin:;x -

Na isti nacin, p·::>lazeci "d I_2 = -ctgx, dokazati da је 

I~4 cosx + ~ ctgx. 
3sin3x 3 

466. 
-Odrediti rekurentnu formцlu za integra1 

Ј - .J:t? еах dx n -

te na osnovu toga izracunati integrale 

а) Jl, Ј2, Ј3 i Ј4. 

Ъ) f<x4+2x+1) е 2х dx. 

Rjesenje.- Primjenom parcijalne integracije 

u = :т?~ du = nxn-1 

dоЫје se 

(1) 
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Ak~ зе procedura nastavi, doЪije se 

ах (l . n n · n•l · n(n;l} .n-2 _ 
J.n "" в - х·· - -::-2' х + х· 

а а а 

= еах n! (-. l)k ~+I , t 
-k. 

о (n-k)! а 

~to nije tesko provjeriti indukcijom. 

n n' ) • • ,+(-l) n~i 
а 

Ъ) r =~(x4+2x+l)e2x; Ј4 + 2Ј1 + Ј0 (za а= 2) 

tj.I = е2х.(~ х4-х3+ ~ х2- ~х + i)+2o2x(~ х-~)+ i е2х 
~ е2х(~ х4-х3+ ~ х2- ~х+ t}• 

Primjedba. Moze se dokazati d.a. је 

! P(x)eaxdx = еах (i Р(х) - ~ Р• {х)+ ••• +(-l)n .l.;.,..... !'(n; (х)] 
. а. an+.L . ' 

gdje .. j~ Р(х) polinom stepena n. Dtika.ze.ti 
toga provjeriti gornji rezultat za. r. 

tu tvrdnju i na osnovu 

467 
-Odrediti rekurentne ~nrmule ze. integral ~ 

kaza. ti da za svako k е N vaife ~ orrnule: 
k 2r-l 

A2k = (-l)kX + ~(-l)~+r tg х 
r=l 2r-l 

k k-1 k 
A2k-l = (-1) ln!cosxj + ~ (-1) +r tr/rx 

2r 

= /ttflxdx, zatim. do-

(l) 

(2) 



RjeAPnje.- Za n=O i n=l је 

А0 = Ј dx = х ; А1 = JtgК,dX = -ln jcosxj • (;) 

Zat1m је 

А =]tgnxdx.= Jtgд-2x(l+tg2x-l)dx n , , 

= /tgд-2x(--l..z: -l)dx. = Jtgn-2x(d(tgE.)-pg.x, tj. 
aos х . . · 

tff-~ 
~ = n-1 · - .~-2 ·"' · 

(4) 

PormUle (3) 1 formula (4) predstavljaju tra~ene rekurentne formu

le za 1ntegral An. 

Formule (1) 1 .(2) direlёtno S"e doka~ju pomocu rekurentnih formu

la ("3) 1 (4). Tako је napr. 

ftg5xdx •·-ln lcoвxl + ~··.tix - i tg4x (4=(1)) , 

Jtg6xdx =-х+ tgК -. ~ tg;x + ~ tg5x (<о=(2)) .• 

Odred1 t1 za vje~Ъu л9 1 А12 • · 

468~ 
-Izveзt1 rekurentnu formUlu za integral 

d .. 
Ј =! х (n=2k-l, k~N; а f:. О). 

n (a'+xz)n/Z 

Rjeйenje.- Provjeriti rezultat 

Ј _ 1 х ·. n-3 · 
n - (n-2) 8 2 • (a2+x2)n/2-I + (n-2 )a2 Jn-2 • 

Tako је napr. 

Ј -{ 1 + 4 
7 - (az+xz)2 "3а2 

' 

- о zat1 .'da: је 
n 

Ј~{~} dx = Ј Pпi(x1l ln 1 x-xil 
~ ~(xi) . 

(ispuйtena је integralna konstanta); 

(1) 
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gdje su Pm 1 Qn polinomi, (m.< n) 1 polinom Qn ima sve jednoвtru
ke 1 realne korijene х1 , Х2• ••• , xn. 

Rje~enje.- 'Prema_ prf:}tpostavci Qn(x) ima jednostruke realne ko
rijene i' m <n~- te s~ na jedinstven nacin moze izrazi t1 raэtav-·· 
ljanje pod1ntegralne funkcije na elementarne razlomke 

Pm(x) А1 . А! 
-s--+-+ 
~(х) х-х1 х-х1 

~ + ••• + 
х-х 

n 
gdje koeficijente А1 (1 = 1,2, ••• ,n) treba 

Pomno!i li se (2) sa x-xk, (k=l,2, ••• ,n) 

вracunati. 

Pm(x) . t_ Ai 
=Р QJ1(x)/(x-xk) = i=l ;::;- (x-xk) + Ak • 

i#k 1 

. р ('Је) 
QJ\(x),(x-xk) \ . 

. Х=Хк; 
polito је • 

, . 

~(х~ := lim 
х-~ 

k=l.,2, ••• ,:n 

x=xk 

(2) 

(3) 

(4) 

gdje р~а jednakost vazi na os~ovu definicije izvoda, dok druga 
·izrazava neprekidnost polino~ 

~(х) :. .. 

x=ik (<==~(~) =О) • 

Sad је prema (2) i (4) 

! Pm(x) {Г-Р'- Ak Ј 
~dx= ~x-:x:k dx (4:=(2)) 

n . 
"'L Akjdx 

k=l x-xk 

n l'm(xk) 
= ~ Q~(xk) ln lx-~1 • 

ato је i trebalo dokazati. 

.... 
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. - Koristeci se tvrdnjQII]. iz prethodnog zadatka provjeri ti 
rezu1tat 

Ј х2+2 1 3 .....,..::;:;....,;,..;;;;.._- dx = z 1n јх-2! + z ln јх+2ј - 1n lx+lj • 
х3+х;,:-4х-4 

4~. . 
-Neka је :f strogo monotona i diferencijabilna funkcija na razma-

lru k r-1 (.-k:u <а, Ь > tada ona na tom razma ima inverznu fun ciju , 
teorem iz diferencijalnog ra~unaf 

Dok:azati, da ako је 

jr(x)ar = F(x) + с, (1) 

Ј .r-1 (x)dx = хГ1 (х)~F [r-1 (xi] + с. 
tada је 

(2) 

Ko.riвteci ве tim • · 1 odredi t1. 

а) Jlnxdx ; Ь) Jarcэinxdx с) Jarcctgxdx 

Rje1!ienje.- Prema pretpostavci· је za svako t~ <а, Ь:> 

f [.r-1 (tij = t, веm toga је i .r-1 diferencij.~bilna funkcija, te 
u (1} mozemo proveвti zamjenu promjenjlji:ve x=f-1 (t). Tada је 

Ako na integral u zadnjoj jednakosti primijenimo parcija1nu 
integraciju, doЪije ,ве .. 

tr-1ct> -Ј .r..,.1 (t)dt = F[!-1 ct~ +с 
1!ito је ekvivalentno ·аа (2). 

а) Za f(x) = ех.је r-1 (x) = 1nx, Jexdx = ех+с, tj. prema (1) је 
F(x) = ех , te је prema (2) 

Jlnxdx = xlnx - elnx + С = ::rlnY - х + с. 

'ь) Za f(x) = вinx, ''XE(.j-,f ),је ;f-1 (x) = arcsinx, Ј sinxdx 

= -cosx+C, tj. F(x) ~ -cosx, te јэ prema (2) 

J"arcA~xdx=xarcвinx-(-cosarcs~nx)+C=xarcsinx+f1-x2+C 
po§to је cosarcsinx = (1-x"r. · 
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с) Za f(x) = ctgx, У.€ (?,r.J је f-1 (x) = arcctgx, 

jctgxdx = ~~~f:/f = 1n./S.·inxl +С.= - ј 1n (1+ctg
2
x) + С , 

po~to jesinx~-~;r, za хЕ: ~,li] . Dak1e је, prema (1) 
l+ctg,x •' •. 1 2 

u ovom s1ucaju F(x) =- z _ln (1+ctg х). 
1 2 ) 1 ( 2) Kako је F(aз;cctgx) = - z ln· (1+ctg arcctgx = - z ln 1+х 

to ·је, prema -(2) 

Jarcctgxdx = ,-aroctgx + ~- 1n, (l+x
2

)'-rc 

Но је 1 treba1o odrediti. 

470.1. 
-Dokazati da је 

l>~k) (а) l'~n) (а) 
---=---~-т:k + 1n fx-af , 
k!(n~k)(x-a)n- n! 

'gdje је Pn(x) polinom stAмna n; (р(о)(х) = Р(х)); te ne. osnovu 

toga rezu1tata i~racunati 1nte~a1: 

Ј = јх4-5х3+6~2-х+7 dж~-
(х-2) . 

RjPsPnje .- Pr~nia. Тау1 orovoj formuli је 

Р (х)=~ ~ p(k)(a)(x-a)k+ ~ p(n)(a)(x-a)n 
n ~ "' n n. n 

l"dak1P. slijAdi 

Pn(x) 

(x-a)n+l 

n-1 
=7 

1{;:0 

p(k) (а) p(n) (а) 
-n . ...:n~--

k!(x-a)n-k+1 + n!(x~a) 

Sad ве inte~racijom dоЫје' formula koju је treba1o dokazati. 

Za polinom Р 4 (х) "" х4-5,.3+6х2-х+7 =;>Р 4 (2) = 5, 

Р4 (2) = -5, Р!'(2) =О, Р4''(2) = 18, piV(2) = 24, te је 
prema dokazanoj formu11 (n=4) 



S\8 

470.2. 

Ј = _ 5 + ___ 5 __ - -'- + ln tx-21 • 
4(х-2) 4 3(х-·2) 3 х-2 

-za 1ntegra1 

(1) 

gdje је Pn(x) polinom step~>na .. x; а,Ъ,с su dati Ъrojevi; vazi 

Ј dx 
+р =· Гё.Х2+Ъх+.с 

(2) 

gdje se po1inom (n-1)-vo~ stepena ~-1 (х) 1 ~onвtanta р ma~u 

odredi ti, (koristeci princip identi teta poilinoma). 

Koristeci ovu tvrdnju provjeriti rezultat~: 

а) Ј x 3dx 
2
_ = _ 19+5:х:+2х2 

( 1+2х-х б 

R;Jesenje.- Dif~>renciran.jem iz (1) 1 (2), iz1azi 

. :Pn (х) • · г- ё. 2ах+Ъ Га) 
-~~- = ~-1 (х) r а:;;: +Ъх+о+~_1 (z:) ~=-::=::::~~ .... + -r :s;x-+bX+C 2та. Х+ЬХ+О · .ах +Ьх+с 

:1.11 

~-1 (:;с) (ах2+Ъ:л+с )+ ~ Qn·-1 (х) (2ах+Ъ )+р, (3) 

odak1e, primjenom principa· identi teta pvlinoir.a, шоzе da se odre
di (n+1)-na nepoznata k·Jnstanta (n koeficijfmta polinoma 

n-1 . ·k . 
~-1 (х) = ~ А~ ·1 konstanta р); 

·.~· .. 
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а) Sad јА Р3 (х) = х3 ; а = -1, Ь = 2 • 

(3) ,(Q2(x) = Ах2+Вх+С), 

с = 1, 

х3 = (2Ах+В) (H2:tJx2 )+(Ax2+B:x+C} (1-х)+р, 

tj. 
х3 = -3АХ3+(5А-2В)х2 +(2А+3В-С)х+В+С+р, 

111, na osnovu pr1nc1pa 1dent1·teta po1inoma., 

-3А = 1 ; 5А-2В = О ; - 2А+3В-С = О ; В+С+р = О 

odakle alijed1 

Dakle, prema (2), је. 

С=-12. 
6 

р = 4 • 

te је prema 

Ј dx Ј dx · х-1 gd~e ~е · I = Ј z- = 2- = arca1n .г-> ~.1t.d •• 
yl+2x-x (а-(х-1) r2 

Ь) Kako ~е 

to se 1 u ovom slucaju moze primijemti isti mAtod kao u 
zadatku pod а). 

471 
-·Ako је R racionalna funkcijn i ako su Ъrbjevi a1 , ••• ,a2 , ••• ,an 

p~zitivni 1 эamjPrljivi, tada је inte~ral 

JR ( а1х azx а х) 
е , е , ••• ,е n dx (1) 

eJemeлtarna !unkcija. Dokazati! 



520 

Koristeci se navedenim rezultato~ odredi integrale 

/
е2х 

а) -- dx 
l+A"' 

е) 
r chxdx • 

Ј 3shx-4chx 

Rjesenje.- Dakle, pr!'нna. pretnostavci, postr:-ji Ъrој р (':>О) koji 
је (najve6a) za.jednic\ta mjera ( pozi ti vnih ;!) Ъrojeva 
a1 (i=l,2, ·••,n), tako da је 

i 1,2,•••, n. 

te је 

R(ealx, еа2х, ••• , eanx)dx =~R(tnl, ,tn2, ... , tnn)dt 

;= R Ct) _dt 

tj. inte~a1 (1) је zaista elemantarna funkcija posto se po~od
nom smjenom svodi na int~~ra1_raciona1ne funkcije. 

а) pad је је р=· (1,2) = 1 ·(лotacija (al' а2 , •• , an) 

n<>ka '1Vdje s1uzi da o<.naci najvecu zajednicku.mjPru), te 

smjenom ех = t =:>-dx = dt , iz1azi 

2х · 
Ј-е- dx 
1+ех 

t 

=! ::~:l) =ј(1- I~t) dt 

) s х dt Ъ mjenom е = t=;.dx = Г 

t+1n/l+t!+ С 

-=>! dx _Ј dt -Ј< 1 + .....,...,..:..1..... 1 ) 
e2x+l"x-2- t(t2+t-2)- Ћ 3(t-1) +,~{t+2)-dt 

и Us1ov da је а 1 >О nije n·1ophodan, ali је 1ako primjeti ti da 
ova poostrena pretpostav·.ra ne umanju;je opstost pristupa 
intep;ralu (1). 
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= - i ln ltl + ~ lnlt -11 + i ln lt+21 + С 

-~х+~ ln ~~х-11 + t ln(ex+2)+C. 

с) OvdjA_jP. р=(~ 1 ~ 1 €) = g, te smjenom 
х 

еб t~dx=6P, tj. 

Inte~racijom ро t 1 vracanjem na staru promjenjljivu, na kraju, 
sl'! doЬije 

Ј "' X··3ln(l+ex/б)- ff ln(l+ex/3)-3arctg ех/б+ С, 
· 111 х4 ill d) Sad јР- р= (:z-, 4) = 4; smjtma е =t ==:;.dx = t • 

х/2 2· 
=;:-!),+е dx = 4Jl+t dt = 4 ЈС 1 - 2 )dt 

Ј Ъ+ех/4)[ · t(l+t) 2 li (l+t) 2 

е) Kako је 

. 2 
= 4(ln/t/ + l+t) +с 

= х + ~ + с. 
l+eXt4 

ch:1t 
3shx-4chx 

2х dt to Bmjenom е =t, dX = 2"t 1. vraoanjem na staru promjenjljivu 
izlazi 

Ј chxa;JC 
3shx-4chx = -.f ch + ~)dt 

(е2х + 7) + С. 

Primjedba: Primjet1 da је mo~uce rastavljanje 

chx ~ A(;shx-4chx)+B(?sh~4chx)~~(A,B) = (- ~ 1 - ~) > 

na osnovu koga se jos lakйe dobija pr~thodn1 rezultat, 
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'-· \ј . 1 

-Koristeci raznt"',. mP.todP. inte,g:r:aci је 

~ oJ'}.IJ'· i , _:: , ~ \'·; . Ј 
p:r:oVjP.ri rezul tate \ 

1о Ј dx = 2 \ {х+а)3/2_х3/.Ј27 + с, (а ,;. О) ; 
гпа+ rx ;а L 

z.o/(x;l dx =х ..Jx;l + ln ({jXi + V/xt x;l) +С; С!О, 1 

~ . . , ·--А "L~ .о~ '\:.:\lu: [1 

3. 0 ј ~.- = Ј, 1:n 1!::11 +- .(2 a:rctl х + С ~~ \i1, hNJ.I-"-'-· \ 
· х4+,.2_2 '6 x+l ) 'J'{'Z ' {"""' 

4° Ј cosxcos2xcos3xdx = i ( 61~ + 614~~.+ вi~Zx +х) +С 

5°Ј sh4xdx = ~ <i sh4x-2eh2x+3x)+C 

jsh3xdx = ј (~ ch;x - chx) + С 

Jshx(chx+shx)dx = ~ (е2Х-2:Х) + С ..; 

(.! = t}· 
х . 

dx ; a:r:ctg (2tg ~ + 1) + С ; 
2sinx-coax+3 

(m+n~o) ; 

(m+l;!O) 

(n+l;!O) 
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Фc:lmi(#!,cene J.laтpac:6ke g.ceJ.ke: 

1. Na stranl 1, u osmom redu, um)esto varl)aЬ\Ie treba VARIJABLE. 

2. r.a stranl 198, Ra prelazu sa 9. na 10. red ne treba znak =· 
З. Na stranl 200, u §estom redu pod а), um)esto О treba - 1/2. 

4. Na stranl 204, u 1З. red<u, um)esto Х te!l З treba Х te!l - З. 

6. Na stranl 217, u 4. redu, umjesto Х te!l u beskona~nost, treba Х te!l О. 

8. Na stranl 217, u 11. · redu, umjasto Х te!l u beskona~no treba Х te:ti О. 
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